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RECHERCHES 



SUR LES 



ÉQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES, 



Par m. É. COURSAT. 



L'étude des équations intégrales linéaires, où la fonction inconnue figure sous 
le signe d'intégration, a fait depuis quelques années Pobjet d'un grand nombre de 
travaux, parmi lesquels on doit citer au premier rang le Mémoire fondamental de 
Fredholm, dans le Tc^me XXVU des Acta mathematica. Depuis l'apparition de 
ce Mémoire, plusieurs géomètres ont entrepris des recherches dans la voie ouverte 
par Fredholm, mais la plupart de ces travaux ont eu pour objet soit de retrouver 
les résultats de Fredholm par d'autres méthodes, soit d'appliquer ces résultats aux 
équations aux dérivées partielles qui se présentent dans les questions les plus 
importantes de la Physique mathématique. Ce fait s'explique suffisamment par la 
facilité vraiment merveilleuse avec laquelle le théorème de Fredholm donne la 
solution générale de problèmes dont la solution, dans quelques cas particuliers, 
avait longtemps arrêté les géomètres. 

L'objet de ce Mémoire est tout différent. Je me suis proposé de continuer 
l'étude de la fonction méromorphe T{x^y) X), qui joue un rôle essentiel dans la 
solution de l'équation de Fredholm, et en particulier de déterminer la partie prin- 
cipale dans le domaine d'un de ses pôles. Lorsque le noyau est symétrique en x 
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et V, tous ces pôles sont du premier ordre, et le résidu s'exprime très simplement 
au moyen des fonctions fondamentales. Mais il n'en est plus de même, en général, 
avec un noyau non symétrique. Il est alors nécessaire d'adjoindre aux fonctions 
fondamentales un certain nombre de fonctions, que j'ai appelées /onctions prin- 
cipales. L'introduction de ces fonctions, bien loin d'être artificielle, est imposée 
par la nature même du problème. 11 serait aussi impossible de s'en passer que de 
faire l'étude complète des intégrales d'une équation diflerentielle linéaire dans le 
domaine d'un point critique en négligeant les intégrales dont le développement 
renferme des termes logarithmiques. 

Pour ne pas renvoyer constamment le lecteur, désireux de s'initier à celle 
théorie, à des Mémoires antérieurs, écrits avec des notations variées et à des points 
de vue différents, j'ai repris rapidement l'exposition des points essentiels, au moins 
de ceux dont je me sers, mais je donne ci-dessous une liste de quelques travaux 
sur le sujet, liste qui est sans doute fort incomplète (*) : 

VoLTERRA. — Sopra alcune questioni di inversione di iniegrali definiti 
(Ânnali di Mateniatica, 2' série, t. XXV, 1897). 

Erik Holmgre.n. — Sur un théorème de M, Volterra sur V immersion des inté- 
grales définies (Atti délia R, Accademia dette Scienze di Torino, 
t. XXXV, 1900). 

Fredholm. — Sur la résolution de quelques équations fonctionnelles (Acta 
mathematica, t. XXVll, 1903). — Solution d^ un problème fondamental de 
la théorie de l'élasticité {Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, 
Band II ; i^oS). 

D. HiLBERT. — Grundziige einer allgemeinen Théorie der linearcn Intégral- 
gleichungen {Nachrichten von der Ko ni g L Gcsellschaft der Wissenschaften 
zu Gôttingeny 1904-1905-1906). 

E. SciiMiDT. — Zur théorie der linearen und nicht linearen Integralglei- 
chuiigen (Mathematische Annalen, t. LXIII, p. 433-470, et t. LXIV, p. 161- 
i'j4)' — Ueber die Aufiôsung linearer Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten {Rendiconti del Circolo matematico di Palemio^ i. XXV, 
1908). 

Emile Picard. — Sur quelques applications de l'équation fonctionnelle de 
M. Fredholm {Rendiconti del Circolo matematico di Palermn, 1906). — 
Voir aussi du même auteur plusieurs articles dans les Annales de V École Nor- 
male supérieure, 1906-1907, et les Comptes rendus {Mjoi-iijor). 



(1) Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans deux Notes présentées à 
rAcadémie des Sciences {Comptes rendus, 21 octobre et 4 novembre 1907). M. Heywood 
avait obtenu de son côté quelques-uns de ces résaltats (Com/>/e5 rendus, 25 novembre 1907;. 
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Hadamard. — Recherches sur les solutions fondamentales et ^intégration des 

équations linéaires aux dérivées partielles {Annales de V École Normale 

super ieurCy 1908 et iQoS). 
Oliver Dimen Kellogg. — Zur Théorie der Integralgleichungen und der 

DirichleCschen Princips {Inaugural-Dissertation, Gottingen, 1902). 
Andrae. — Hilfsnnttel zu einer allgemeinen Théorie linearen elliptischen 

Differentialgleichungen 2. Ordnitng {Inaugural- Dissertation, Gottingen, 

1903). 
JosEF Plkmelj. — Ueber lineare Rand^vertaufgaben der Potentialtheorie 

{Monatshefte fiir Mathematik und Physik, Jahrgang 1904, p. 93-128 

et 337-41 1). 
Wera Lebedkff. — Die Théorie der Integralgleichungen in Anwendung auf 

einige reihenentivickelungen {Inaugural- Dissertation, Gottingen, 1906). 
A. Kneser. — Die Théorie der Integralgleichungen und die Darstellung 

ivilkiïrlicher Funktionen in der mathematischen Physik {Matheniatische 

Annalen, t. LXIII, p. 477-524). — Ein Beitrag zur Théorie der Integral- 
gleichungen {Rendiconti del Circolo materna tico di Palermo, 1906). 
H. Batkman. — The inversion of a dejlnite intégral {Ibid,, p. 525-548). 
William Dkweene Cairus. — Die Anwendung der Integralgleichungen auf 

die ziveite Variation bei isoperimetrischen Problemen {Inaugural-Disser- 

tation, Gottingen, 1907). 
E. Bot.MTsKY. — Un système particulier d^ équations intégrales {Bulletin des 

Sciences mathématiques, 2^ série, t. XXXI, 1907). 
Lauricella. — Suir integrazione délie equazioni delT equilibrio dei corpi 

elastici isotropi {Lincei Rendiconti, t. XV; avril, juin et juillet 1906). — 

Sulla integrazione deir equazione A*V = o {Lincei Rendiconti, t. XVI, 

p. 373-383, i5 septembre 1907). 
Marcolongo. — La Teoria délie equazioni intégrale ei le sue applicazioni alla 

Fisica. matematica {Lincei Rendiconti, t. XVI, mai 1907). 
BoGGio. — Nuova risoluzione di un problema fondamentale délia teoria 

deir elastici ta {Lincei Rendiconti, t. XVI, août 1907). — Determinazione 

délia deformazione di un corpo elastico per date tensioni superficiali {Lincei 

Rendiconti, t. XVI, octobre 1907). 
Erik Holmgrew. — Sur une application de Inéquation intégrale de M, Vol- 

terra {Arkiv f'ir Matematik^ Astronomi och Fysiky Band III, 1906). — Sur 

la Théorie des équations intégrales linéaires {Ibid.), 
Lalesco. — Sur V équation de Volterra {Thèse de Doctorat; 1908). 
BuRGATTi. — Diverses notes dans les Lincei Rendiconti {igo3). 
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1. 



L l no équation inU^gralo linéaire de seconde espèce, ou, plus brièvement, une 
équation do Frodholm ost une équation de la forme 

Vi^ 5(,r)=:/(,r) -+->. / ll(a\s)Q(s)(is; 

/^x^ et H\^x. ^v^ sont dos fonctions données, déterminées dans le domaine R 
défini (^r los inégalités 

\ un paramoire, ^\Jr^ la fonction inconnue. I^ fonction H(jr, j^) est appelée le 
noyan ^'^ ^Kom\. 

Supposons d*abord co novau continu, ou tout au moins borné et intégrable dans 
lo domaine R. ainsi que /{Jr\ et cherchons un développement en série entière, 
onlonné suivant los puissances croissantes de X, satisfaisant formeilemeni à 
Téquation ^t"^, 

v3^ 5ix) = A^i-r)-*- A,(x>), -+- Aj(x)X»-h...-h A,(jr)X*-h 

En substituant co dé\oloppement à la place de 3, dans les deux membres de 
rtHjuation ^i^« il vient 

A^^x^ -t- Ai(x>X -r- A,^x^X*^-,. .-h A, (x) >.*-+-. . . 

En és^ftlant los coefficients dos mémos puissances do X «lans les deux membres, 
on obtient los n^lations 

A|VX>=r ^ ll(x,if) /ys) (is^ 



* ^ 
*> 



Atvr^= / H(x, x> A,(jp)</jp, 



»* l.<< xjinjiblo* X ot ^r **>nt <upjH>5oe5 rrcllf**. mai* l<»5 fondions II. f, s peuvent èirc 
comice \e:^. 
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On voit que les coefficients A|, A2, ..., Au, ... se déterminent de proche en 
proche au moyen de la relation générale de récurrence 



(4) 



An(^)= f H{a:,s)An^i(s)ds. 



Considérons d'abord A2(j:); nous pouvons l'écrire 



A,(^)=r n(Jr,oA,(o^^ 



ou, en remplaçant A|(/) par sa valeur 

,6 



A,(0= f U{t,s)/(s)ds, 



il vient 

^b ^b 






OU, en intervertissant l'ordre des intégrations, 



A,(a:)= r /(s)ds f H(a:, t)1i{t,s) dl. 

Cette formule peut encore s'écrire 

A,(x)= f W'^(x,s)/(s)ds, 
en posant 

r* 

H-'^{a:,y)= H(x,t)ïl{t,y)dt. 

On verra de même qu'on a 

A,(^)= f W^K^.s)f{s)ds, 
en posant 

r" 

^ a 

Nous sommes ainsi conduits à introduire une suite indéfinie de noyaux 

(5) h<»h^,j) = H(^,:k), h<«Uj7,:k)» H^'U^,y), .-.. w-^^x,y), ..., 

se déduisant du premier au moyen de la formule de récurrence 

(6) H<'')(x,:K)=y H(^,oh*'«-»)(/,:k)^^ 



a 



Fac. de T., a« S., X. 






\\ mM\ ^\\\{p\\\\m\\\ tlf^ vi^ridor (|iir, ni lu loi opiI vraiii potir A,i_,(x), elle est vraie 
Mm l^MV Ah^**^» <)»' *^» M» trwprÔFi In rohition (i), 

Ah(»»')-^ / H(.r..v)^«..,(.f)r/.f; 

M Ia loi f^^l Mrtio |mur A,*»»(»r\ ou u 

Ah-,1*) -: / H^^-»U*,0/(0'/^ 

Ah(J>)=:/ / ll(.»,.«) II"-' (*, 0/(0 '/''/•«, 



♦• » ♦♦ 






nu 






ivUliou qui esl i^idemmont é(|uivttletite à la relation (7). Donc la loi est générale, 
t^l ttOM* okli^uous |H>ur Téquation (i) une solution formelle 



>(15 



»(x>=/(x)-f-X / T{x,s;l)/(s)ds, 



'> f ir^«:^ =: ■ - . >. ir --- > H ^ l-«", r> -►-...-HA*"' H*(x,y) -h. ... 

± L iq^ntioa aar u»i|a»fll*f Mi «i^isift H^ t;jr. ^') de H(x, ^) s'appelle une 

âSffr'j/mfft'. j*< aiu'^ni:E -îîu^'iorhf H' ^' y H'^'^x, v), ... se déduisent lous 

'iu Oii^viu iruiint^ i/>r l***» .rt*Tnr.«^€ijf ■f¥î*!»*>»^»»inîi»H. De la définition de ces noj^ux 
^UA:e)*ssit% ^tt t»*UHir ku^tii#fiu: lO/ '/nriH*!/ suvîU^U*' ^Je propriétés qui seront utiles 
liuat^ la suit**, iioi^i jh f/*"*^ -^^srfwv xv^k M''^ ^ • ,^ » f>^ut se mettre sous fortae 

UO» H* r.v :=z ij fj ij H -^. fi )M(rj,f,) . . . ||</^_,, j)t//, . . .r//._,. 



' r- » /■ - #■ 
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On a, quels que soient les entiers positifs a et v, 

et il serait facile de généraliser cette dernière formule. On en déduit, par exemple, 
que les noyaux W^^^x^ y)^ W^V-)(^x^ y)^ ... se déduisent par des itérations suc- 
cessives du noyau W^^{x^y), 

Supposons que, dans tout le domaine R, on ait 

|H(a:,j)|<M; 

de la relation générale de récurrence (6) on déduit aisément de proche en proche 
qu'on a, dans tout le domaine R, 

Par suite, si Ton donne à À une valeur telle que 

la série (9) est uniformément convergente dans le domaine R. Inversement, si Ton 
donne à x et^^ des valeurs constantes, la série entière en ). a un rayon de conver- 
gence ( ' ) au moins égal à ^^^^-J— -^. 

Si le paramètre A satisfait à la relation (12), ou, plus généralement, si la série (9) 
est uniformément convergente pour la valeur attribuée à ce paramètre, on vérifie 
immédiatement que la fonction Y{x^y\ \) satisfait aux deux équations fonction- 
nelles 

(i3) r(^,7;)0 = H(j7, v)4-X f H{x,t)T{t,y;l)cit, 

(i4) T(x,y;l)z=-a{x,y)-^-k l \l(t,y)Y{x, t',l)dt. 



(1) M. ScuMiDT a indiqué une limite plus avantageuse pour le rayon de convergence 
(Mathematische Annalen, Band 64, p. 162-163 ). De l'inégalité de Scliwarz, on déduit en 
eiïet Tinégalité 

[ll^^i{x,y)yé\ f f lU{T.y)Vdxdy[ X f [\l{x,z)ydzx f [U{f,y)Ydt. 

La série (9) sera donc sûrement convergente pourvu que Ton ait | X | < -— j L désignant 
l'expression 



f f [ll{r.y)Vdxdy. 
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Ces deux relations penneltent aisément de vérifier que la fonction ç(^), donnée 
par la formule (8), satisfait bien à l'équation de Fredholm et, de plus, que c'est la 
seule solution. 

De l'équation (8) nous tirons, en effet, 



b ^b 



f n(x,t)(^(e)dt= f ^{x,t)f{t)dt^l Ç f T(t,s,}.)H(x,i)/(s)dsdt, 

•Ai *^«i *^rt *^.i 



OU 



ce qui, d'après la relation (i3), peut encore s'écrire 

f H(x,t)^(i)dt= f n(.v,t)fH)dt-h f As)ds[T(x,s,'k)^U(x,s)] 

*^a ^a ^n 

f ^{x,t)Q{t)dt= f T(x,s,'k)/(s)ds. 

On a donc aussi, en combinant cette relation avec la formule (8), 

(^(x)—/(x)-hlf n(x,t)(^(t)de. 

Inversement, soit o{x) une solution de l'équation (i). On déduit de cette équa- 
tion 



.* ^b ^b ^b 



f T{x,s;'k)(^{s)ds= C T(x,s;'k)/{s)dS'^'k f f H{s, t)T(x,s;'k)(^(t) ds dt 

ou, en tenant compte de la formule (14)9 
f r(x,s,'k)<^{s)ds= f T{x,s;'k)/(s)ds-^ f (f(t)[T(x,i; l) -n{x, t)]di, 

c'est-à-dire 

Ç T{x,s;l)f(s)ds= f U(x,t)(^(l)dt. 

En combinant cette dernière égalité avec l'équation (i) elle-même, on retrouve 
la formule (8). 

En résumé, pourvu que la valeur absolue de \ soit suffisamment petite, 
Inéquation de Fredholm admet une solution et une seule, qui est donnée par 
la formule (8). 



RECHERCHES SUR LES ÉQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES. iS 

La fonction T{xjy; X), qui figure dans cette formule, s'appelle, pour ce motif, 
le noyau résolvant. 

En permutant les variables x et y dans le noyau H(jr, ^), on obtient un nou- 
veau noyau H(j^, x) qui est, en général, différent du premier. L'équation de 
Fredholm correspondante 

(l5) ^(X):=g{x)^^l C ll(s,x)^{s)ds 

est dite associée à Téquation (i). On voit immédiatement que les noyaux tirés 
de H(j^, x) par des itérations répétées se déduisent aussi des noyaux correspon- 
dants W'^^x^ y) en permutante: et j^, de sorte que le noyau résolvant relatif à 
l'équation (i5) est précisément r(j^, a?; ).). La conclusion est la même que pour 
l'équation (i); si la valeur absolue de \ est suffisamment petite, l'équation (i 5) 
admet une solution et une seule, donnée par la formule 

(i6) ^{x)=g{x)-\-'kJ T{s,x;'k)g(s)ds. 



3. On a souvent à étudier des équations de Fredholm où le noyau H(xjy) 
devient infini dans le domaine R, quoique l'intégrale conserve un sens. Si l'on 
applique l'itération à ce noyau H(a:, j^), il arrive généralement (*), dans les appli- 
cations les plus usuelles, qu'à partir d'une certaine valeur de n tous les noyaux 
successifs H'''^(a?, ^), H^"'*'*^(a:,^), ... restent finis. Nous nous bornerons à ce 
cas. La série T{Xjy; X) présente alors au début un certain nombre de termes qui 
peuvent devenir infinis pour certains systèmes de valeurs de x et de y^ mais à 
partir du terme X""' H^''»^(j:, jk), tous les coefficients restent finis. Cette série est 
encore uniformément convergente dans le domaine R, pourvu que la valeur 



(*) Il peut arriver qu'on n'arrive jamais à un noyau borné, aussi loin qu'on aille dans la 
suite des itérations. Prenons, par exemple, 



on a 






Tous les noyaux successifs }l^'^{x,y) sont égaux au premier. Le noyau résolvant est égal 
à une fonction rationnelle de X 
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absolue de X soit inférieure à une certaine limite. On le démontre aisément en 
montrant, comme plus haut, que les séries 



ont des rayons de convergence finis. 

Tout ce qu'on vient de dire relativement au cas où le noyau H(x, j^) est fini 
s'applique donc sans modification au cas plus général envisagé ici. 

4. La formule (8) donne la solution de Téquation (i), quelle que soit la valeur 
de \ lorsque le noyau résolvant T^x^y; X) est une fonction entière de X. Il en est 
ainsi dans le eus étudié d'abord par M. Vollerra ('), où le noj'au H(j:, y) est nul 
pourj^^x, mais ce n'est pas le seul cas. 

Supposons, par exemple, que le noyau fl(Xj y) soit orthogonal à lui-même, 
c'est-à-dire vérifie la relation 



f. 



b 

H(j:, 5) H (5, y) ds=: o, 



quels que soient x et y. On a alors H^^) ^j^^ ^^ __ q ^^ pgj. suJ^e, 

IL'Ho:, j) =o, . . ., W^^(x,y) = o, 

Le noyau résolvant F (j:,j^; X) se réduit à II(x,^), et la solution de l'équation 
de Fredholm' a pour expression 

<p(x)=/(x)^'k f H(x,s)/{s)ds. 
Comme exemple de noyau orthogonal à lui-même on peut citer la série 

-»- se 

H(^,/)=2e7/sin(/j?)cos(£/), 
1=1 

la série 7 | r// 1 étant convergente, et les limites a el b étant o et ar. 

Il [)cut aussi arriver que la série se réduise à un polynôme de degré quelconque. 

(*) Annaii di Matematica, 189G. 
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Par exemple, si Ton prend 

H(jr, 7) =:aisinj:sin2/ h- a, sinaarsinS/ H-. . .-i-a^sin/?^'sin(/? -j- 1)/, 

les limites a et b étant o et 2 7t, r(j:, y; X) est un polynôme de degré p — i en ).. 

Mais, dans le cas général, si Ton donne k x et 'k y des valeurs déterminées, la 
série entière r(j:, y; A) a un rayon de convergence /ini. L'étude de l'équation (1) 
conduisait tout naturellement à étudier le prolongement analytique de cette série 
entière en dehors de son cercle de convergence. On aurait pu penser a priori 
qu'on obtiendrait ainsi des fonctions analytiques de natures très difi'é rentes, suivant 
le noyau H(j7, y). Il résulte, au contraire, du théorème fondamental de M. Fred- 
holm que le noyau r(x^y; X) est une fonction méromorphe du paramètre X, 
dont les pôles sont indépendants de x et de y. 

Nous établirons auparavant quelques propriétés de r(^, y\ X), qui se déduisent 
facilement du développement (9). Ces propriétés, que nous démontrons seulement 
pour les valeurs du paramètre \ dont le module est assez petit, subsistent, d'après 
leur nature même, pour toutes les valeurs de la variable complexe X. 

Soit Tn{x^ y] X) le noyau résolvant correspondant au noyau H^''^(a?, y)\ d'après 
la formule (11), on a 

• 

cette fonction V,t{x^y\ X) s'exprime très simplement au moyen de Y{x^y\ X). 
Multiplions, en effet, les deux termes de la formule (9) par X, et remplaçons suc- 
cessivement X par (oX, to'-'X, . . . , to"~' X, (o désignant une racine primitive de l'équa- 
tion a>"= 1. En ajoutant, membre à membre, les relations ainsi obtenues, il reste 

X[r(.r,y; >0-Hwr(a:,r; wX) -h. . .-h w"-» TCj:,/; w«-»X)] 

=:/iX«r„(x,y;X'»). 
On en tire 



r ix y X'M = r(ar,.v; X) h- « l(x,y; o)X) -h. . .4- co^*"* T(x,y; co^*-* 



X) 



nV 



et, par suite, en remplaçant X par X**, 



*// ^n\'^9jy^^) — i 



ni '* 



Inversement on peut déduire Y[x^ y]\) de V„{x^ y]\), iNous avons, en 









i -T-*--, 



)fil Miinif 






»■;..• 






I 



k. 



^ N: Vvl»»i» <>v*iK\i,., iC ^vWsOs,' .'hk .^Ji^si^K. lu >U 



■A -A 



1 '• - *^\'^ ** \ V »* \ l *-K.^^ • 



.... •• 

■ • ♦ • ' - 

f A 



■ > \ 



^ . »"j Y "^ "«^^s *"' C * iJwA\.*j\vi. '«xi«<<iit *^ *ut>'Malt.tr>' L<0 
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par la formule de Taylor a donc la forme suivante : 

(19) r(^,j;^-^f^)==r(a:,/;tx)4-XF»)(x,/;fx)4-...-hX«-«r'')(j:,y;fx)4-.... 

On voit donc que, si Ton considère T(Xjy; (x) comme le noyau d'une équation 
de Fredholm, le noyau résolvant correspondant est précisément T{x^ y] )^-h (x). 
Ceci permet de généraliser les relations fonctionnelles (i3) et (i4) qui ne sont que 
des cas particuliers de la relation générale 

(20) r(^,/; X -+- fx) =r T{x, j; fx) -h X T T{x, t; |x) T(i,y; X -+- |x) dt. 

En supposant [x= o, on retrouve la formule (i3); en remplaçant X par — X et [x 
par \ on obtient la formule (i4)- 

Cette formule (20) peut encore s'écrire, d'une façon plus symétrique, en rem- 
plaçant |x par X et )^ par X' — X, 

(20') V{x,y;V)^Y{x,y;'k) = (V^l) f r{x, t;'k)T(t,y;V)dt, 

et il suffit de faire tendre V vers X pour retrouver la relation 



lli^fil) =y"r(x,f; X)r(/,^; X)rf^. 



qui caractérise le noyau résolvant, jointe à la condition initiale 

L'équation de Fredholm (i) et l'équation (8) qui en donne la solution peuvent 
être considérées comme inverses l'une de l'autre. En effet, considérons, dans l'équa- 
tion (8), ç(^) comme donnée eX.f[x) comme la fonction inconnue, et écrivons-la, 
sous une forme un peu plus générale, 

/(•2?) = 9(^)-+-f^ / r(^,5;X)/(5)e/*. 

C'est une équation de Fredholm, où le noyau est Y{x^y] X). Le noyau résol- 
vant correspondant est F (a:, y\ X -h (x) et, pour la valeur |x = — X du paramètre, 
ce noyau résolvant se réduit à F (a?, j^; o) = H(j:, y), La solution /(^r) de l'équa- 
tion (8) a donc pour expression 

/{x)=z<^{x)--'k I E(x,s)<^(s)ds, 

et nous retrouvons précisément l'équation (i) elle-même. 

Foc. de T., a* S., X. 3 









'.^-^ 



'^ 



" «» 



to^ / ^/ / ^Aiut' i^^uf^JUA/u iy4Mic//iM|Mi; 4âi ^; dé: Uà relation ^i'^ , on tire une rdation 









W,^^;r;--;S^JM^/^,r), r,(^,y;>.)=^Jr(x,j;).). 



r(j:) 



1'^/ *w^^^'; 1/ /V//^ fnnUi/tUf' H(^, /) />^r un facteur de la forme --^y le 
fHfyf4U lé^uhaiU f'ftrrHkftnndanl IVj?, ^; X) <?ji^ multiplié par le même facteur. 

Nf4mt i^mn*nintnni itiêni miUindu^ que les intégrales telles que 



/ "(^.o't^Vc^)^^ 



ii\\\ MU nMun luvnqviM /(.«) 0«t mio fonction bornée quelconque. 



tS, M. I^V^Uhi^uv ^ UémoMtiH^ ^iim théorème en considérant l'équation (i) comme 
\\\x\\W UVn^> é^jvwktU^^ ^u\ UiQ'éreace* Knies. Je rappellerai en quelques mots ses 



«( 



-^'Xy -*>»^ 



-^Ii\ 



^»» W«, ...» Wi 






• • % 



î ll\.<*/M vj Hi^Xp^y,) 
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Cl 



1 • • • CliC 



D(X) et 5C(a;, j^; X) sont des fonctions entières (•) de X vérifiant les relations 
(a3) 5e(j:,y;X) = H(^,y)D(X)^-Xy R{x,s)JZ{s, y;'k)ds. 



pf 



j • • • (**r p f 



a 

b 



(a4) ^(^,y;X) = H(a?,y)D(X)4-X T VL(s, y):K.(œ,s;'k)ds. 

Ces relations sont tout à fait analogues aux relations (i3) et (14)9 ^^ ^^'' 
viennent identiques à celles-ci, en divisant par D(X) et remplaçant le quotient 
^{^'ty'i ^) '• JD(X) par r(ar, y\ X). Les calculs du n** 2 prouvent donc que, si X 
n'est pas racine de l'équation D(X) = o, l'équation (i) admet une solution et une 
seule représentée par la formule 

Les relations (28) et (24) sont établies directement par Fredholm; il nous 
suffira de vérifier que l'on a 

(»6) E(£^ = r(^.j,;X); 

cette vérification se fait aisément comme il suit : 

Désignons par ( — i)"^» et par ( — i^'ilb^ les coefficients de X" dans D(X) 
et X.(xjy; X) respectivement; on a 

/ il *^\^ *^\^ • * • f *^n \ 

/...lui I da:^ . . . dxn = n I elU„, 

.y ^ ^y^ \ «^1 > ^i> • • • » ^n / 

/ il *^f *^\ > • • • > *^n \ 

o/rt Jn \y* ^\f"-f^n/ 



(1) Ce point résulte d'un théorème de M. Hadamard sur les déterminants {Bulletin des 
Sciences mathématiques, 1898, p. 240). D'après ce théorème, la valeur absolue d'un 
déterminant d'ordre n, dont tous les éléments sont inférieurs en valeur absolue à un nombre M, 

n 

est inférieure à M'*/i^. Une démonstration élémentaire de cette propriété a été donnée par 
M. Wirtinger (/ôirf., 1907, p. 175). 
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Si Ton développe le déterminant Hl ' '^ I, on a comme premier 

Uirmf: le produit 

Tout autre terme de ce déterminant contient un élément de la première ligne, 
tel que H(a:, jt/) et un élément de la première colonne, soit l{(xA,y)j i pouvant 
être égal à k. Les facteurs de ce terme peuvent être rangés de la façon suivante. 
Prenons pour premier facteur H(x, x/); la variable Xi figurant dans la i**"* ligne 
et la P*^ colonne, ce terme contiendra un élément de la £**"• ligne tel que H(j:i, Xj)y 
où iy^j' Le même terme contient aussi en facteur un élément de lay"**"* ligne, tel 
que H(jry, Xh)^ où h est différent de i et de y, puisque chacune des variables Xa 
ne peut figurer que deux fois dans un terme. En continuant de la sorte, on finira 
par rencontrer l'élément H(j7a, y^- Le terme en question contiendra donc un pro- 
duit de/? H- I éléments tels que 

H(a:,a:,)H(j:/,xy)H(j:y,XA) ... H(^jt,/); 

si Ton supprime les /? H- i lignes et les /? -j- i colonnes qui contiennent ces éléments, 
il reste un déterminant à /i — p lignes et à /i — p colonnes, qui est de la forme 

\J?j, J7j, • • «y X^_p / 

x\^ x'^^ ..., ^'n-p ^^^^ les n — p variables restantes après la suppression des 
p variables x,-, xy, a?A, •• ., ^a. Le développement du déterminant considéré con- 
tient donc le produit 

(a/ ^ x' f , , .f x' \ 
if 1» » n-p \^ 

*^1> *^tf • • • > *^n—p / 

et Ton voit facilement que Ton doit prendre le signe -h ou le signe — devant le 
produit, suivant que p est pair ou impair. L'intégrale multiple de ce produit a 
pour valeur 

{-i)pWP-^'\x,y) I I ... / H( )dx^dx^...dxn_p 

OU 

Cette intégrale figurera dans l'intégrale du déterminant complet un nombre de 
fois égal au nombre des arrangements /> à /? des n variables j?,, ..., Xn^ c'est- 
à-dire n(/i — i)...(n — /?-f-i) fois. On a donc, d'après la notation expliquée plus 
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haut, 



nlUÎ)„ = H(a7,7)/ilA,„— Hf«î(a:,j^)/iIeH.„_,H-,..di/ilHf«+»(a:,y), 



ce qui montre bien que le coefficient de X" dans ^(Xjy\ X) est identique au coef- 
ficient de X" dans le produit T{Xjy] X) D(X). 

Dans la suite nous appellerons D(X) et Jt(Xjy;'k) les fonctions de Fredholm; 
D(X) est \^ fonction déterminante^ X(j:, ^;X) \di fonction résolvante. Nous 
désignerons par r(j:, y; X) le quotient de ces deux fonctions, c'est-à-dire la fonc- 
tion méromorphe de X qui coïncide avec la série entière (9) à l'intérieur de son 
cercle de convergence. 



6. Dans un article récent (*), j'ai montré comment on pouvait arriver par une 
autre voie à la solution de l'équation de Fredholm, en traitant d'abord le cas élé- 
mentaire où le noyau H(j?, y) est de la forme 



(27) 



H(^, :K) = X,Y,-hX, ¥,-+-... -h X«Y„, 



X|, Xa, ..., X;j étant n fonctions linéairement distinctes de j:, Y|, Yj, ..., Y„ 
n fonctions linéairement distinctes de ^. La solution est alors donnée par la for- 
mule (aS), D(X) et 5C(x, j^; X) ayant les expressions suivantes : 



(a8) 



Da) = 



(39) 



X.{x,y;\) = 



où l'on a posé 



H-XA,t XAii 
XA,i i + XÂ}, 



XA„ 



• ••••• 



XA 



2/1 



A A„i 

A A„i 

• • • • 

I-+-XA 



nn 



o — Xt — X, 

Y, i4-XAn XA„ 
Y, XA„ iH-XA,, 



AAin 



XA 



m 



-x„ 

AAni 
A Ans 



n-XA 



nn 



A/*=— l X/(5) Yk{s) ds. 



Quelques transformations des deux déterminants D(X) et JC(x, y\ X) per- 
mettent de mettre la solution sous la forme même de M. Fredholm, et il suffit 



(*) E. GouRSAT, Sur un cas élémentaire de Véquation de Fredholm {Bulletin de la 
Société mathématique, t. XXXV, 1907, p. i63-i73). 
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ensuite d'un passage à la limite pour étendre la formule au cas d'un nojau continu 
quelconque, et même d'un nojau borné, comme l'a remarqué M. Lebesgue (*). 

7. La solution précédente n'est plus applicable lorsque le noyau devient infini 
dans le domaine R. Par exemple, si H(j:, y) devient infini pour j:=j^, tous 

1 

I sont infinis et les deux séries de Fredholm n ont plus aucun 

sens. Lorsque tous les noyaux obtenus par itération à partir àt}\{x^ y) sont finis, 
à partir d'un certain rang, le noyau résolvant Y{x^ y] X) est encore une fonction 
méromorphe de \. 

Il suffit, pour le démontrer, de se reporter à la formule (i8). Supposons que 
tous les noyaux obtenus par l'itération soient finis à partir de H^"^(a:, y)\ 
Tni^^y] X) est encore une fonction méromorphe de X donnée par la formule de 
Fredholm 

(.6)' r„(.,^;X)=?^^=gjfp, 

D„(X) et 3C,i(x, y\ X) étant les fonctions de Fredholm relatives au noyau 
W*^{Xjy)jeX. la formule (i 8) montre immédiatement que r(j:,^; X) est aussi une 
fonction méromorphe du paramètre X. 

Les formules (i 7) et (i8) montrent nettement la correspondance entre les pôles 
des deux fonctions r(x, ^; X) et r„(jr, j^; X). Si la fonction Y{x^ y] X) est régu- 
lière pour X = Xo, il résulte de la formule (17) que r„(a;, y\ X) est régulière 
pour X = X2; Inversement, si la fonction ^ni^^y] X) est régulière pour X = X|, la 
formule (18) prouve que la fonction r{x^y\ X) est régulière dans le domaine 

des n points 

1 i I 1 

0) étant une racine primitive de l'équation (0"= i. 

Soit maintenant X = c un pôle de T{Xy y\ X) ; X = c" est un pôle de F» (j:, j^ ; X) ; 
car, dans le contraire, le point X = c ne pourrait être un pôle de r{x^ y\\). 
Inversement, si X = c« est un pôle de r„(^, ^; X), l'un au moins des points 

i 1 1 1 



(1 ) Lebesguk, Sur la méthode de M, Goursat pour la résolution de Vétfuation de Fred- 
holm {Bulletin de la Société mathématique, t. XXXVI, 1908, p. S-iq). 

Il est à remarquer que l'on peut aussi supposer que les fonctions X/, Yjt ne restent pas 
bornées pourvu que les intégrales Kik existent. 
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est un pôle de T(x, y; X). On voit qu'à un pôle de F correspond toujours un pôle 
et un seul de r„ ; mais à un pôle de Tn peuvent correspondre plusieurs pôles de F. 
Il en est ainsi lorsque r(a;, j^; X) admet deux ou plusieurs pôles, tels que le rap- 
port de deux quelconques d'entre eux soit une racine /î**™" de Funité. 

11 est évident d'ailleurs que les relations précédentes subsistent lorsque le 
noyau H (a:, y) reste fini. 

Lorsque le noyau H(jr, y) est fini, les pôles de F(j:, y; X) sont racines de 
l'équation déterminante D(X) = o. Inversement toute racine de D(X) est un pôle 
du noyau résolvant, mais l'ordre de multiplicité du pôle n'est pas forcément égal 
à l'ordre de multiplicité delà racine de D(X). C'est ce qui arrive lorsque X(j?,^;X) 
et D(X) sont divisibles par un facteur commun (X — c)'". Nous allons montrer, en 
effet, que si D(X) est divisible par (X — c)", sans être divisible par (X — c)""*"*, la 
fonction :K(x^ y; X) ne peut pas être divisible par (X — c)". Cela résulte de la 
relation facile à vérifier 

-dT^=J âï^^ ^^' 

si X = c est une racine d'ordre n de multiplicité de D(X), 3C(j:, j^; X) ne peut être 

divisible |)ar (X — c)", car, s'il en était ainsi, A\n-i — ' — serait identiquement 

nul pour X = c, et, par suite, -t=— serait nul aussi pour X = c, et c serait racine 
de D(X) d'un ordre de multiplicité supérieur an. 

Remarque. — Lorsque )\{x^ y) devient infini seulement pour x^=-y^ et 

comme {x — j^)«, a étant inférieur à -> M. Hilbert (*) a montré qu'on pouvait 

conserver pour le noyau résolvant la forme de Fredholm, à condition de remplacer 
par zéro, dans tous les déterminants, les termes des diagonales principales qui 
sont nécessairement infinis. Cette proposition a été généralisée récemment par 
M. Lalesco (2). 



IL 

8. Tous les résultats qui viennent d'être rappelés peuvent, en définitive, se 
résumer ainsi : 



(*) Nachrichten von der Konigl, GeielUchaft der Wissenschaften zu Gôttingen, 
1904, p. 81. 
(') Comptes rendus f 9 décembre 1907. 
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? . ^ 1 ^jz£ p^.i 'i/i pô^€ /•? la fonrtlon m^.ronuirrfuf F- r. r: Â . l' équation de 
f"* i/tr,'m. i/im^.t ft/Ui tolation *.t u/u: %^aU^ donnÀn par la formule (S) 



'S ' 



% r) =/ X; — / / r X, r:i / f d[f: 



UriqiA U nrjyaa r^ste jini, T t^yiV) a pour ^txpr^ssion 

-, - Xtr. T:ii 

lit r,. y'.\ ^t h 'jf , étant Us fonctions 'ie Fr^dholm;si Hf x.jr) devient infini 
d^ ulU f^ir.on que H^' x.jTi rest^ fini, Tix.jri i» est représe niée pour touie 

KaJeur d^. / par la formule * i8 r. 

S^iit û/iiir prijpor/in*. dan-> ce qui suit. dVtuilier cette fonction mëromorphe F 
'îiiû.* i^ ^oiûa^'fÇ*: d'un de ses pôles. Cette recherche est liée d^une façon très 
4^o»r>: 4'«e^ une question imp^irtante. l'étude des fonctions fondamentales. 

O>atid^on% l'équation intéfrrale homogène 

/V/, 9(x)=c/ H(x,5)9(5)d!f; 

*i / ™ /r n'e^l f*a< un f>ôle de r(x, ^'; a), la formule générale de résolntion de 
i ^jith^iïoti 'ly. ou l'on suppose f{x} = o^ nous montre immédiatement que cette 
/'ffn;tûf>n ' '/'•/ u'ittlnif'l p;is d'autre solution que 3(x) = o. Pour que Féquation 
hof/»o;f*:fj': ^'fOj ;jd ruelle une solution différente de zéro, il est donc nécessaire 
nn*-. f: <oit un pôle de V( x^ v; a). Cette condition est aussi suffisante. 
Soîi. en effet, /. = c un pôle d'onire /• de F, et soit 

\^r('r,Y) _^ Hr-tC-r,^) B,(x, y> 

-t- Ao(.x-, y) -+- A, (x, 7) (X — c) -h A,lx, r) (}. — c)«-r-. . . 

I#î d/-v/'lopp# ruent de lï.r, j-; a) dans le domaine de ce pôle. Posons À = c-r A, 
t'j lé'fitulm.nit^ r piir- non développement dans les deux membresde la relation (i3); 
il 'n*'itt 
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Egalons les coefficients de h~'' dans les deux membres, et nous obtenons l'égalité 
(32) Yir{x,y) = c C }\{x,t)^r{t,y)dt. 

On voit que la fonction B,.(j:,^) est une solution de Féquation homogène (3o), 
quelle que soit la valeur attribuée à ^. Par hypothèse, cette fonction Br(a:, j^) 
n'est pas identiquement nulle; pour avoir une solution de Féquation homogène, il 
suffira donc de donner -a y une valeur constante j'i telle que B,.(j:, ^i) ne soit pas 
identiquement nulle. On verrait, de même, en substituant le développement de F 
dans les deux membres de la relation (i4)î q"^ Br(-^?y) est une solution de l'équa- 
tion homogène associée 

(3oy ^(y) = c f U(t,y)^(t)dt, 



quelle que soit la valeur de x. 

Toute fonction ç(j^), différente de zéro, satisfaisant à une équation homogène 
de la forme (3o), est appelée une fonction fondamentale et la valeur correspon- 
dante de c est un nombre fondamental. Les seuls nombres fondamentaux sont 
donc les pôles du noyau résolvant Y(^x^y\ X), et à chacun de ces pôles corres- 
pond au moins une fonction fondamentale. 

9. La recherche des fonctions fondamentales se ramène à une question clas- 
sique, la réduction d'une substitution linéaire à sa forme canonique, lorsque le 
noyau H(j:, y) est de la forme particulière (27) citée plus haut (n" 6) 

H(^,j) = X,Yt-h...4-X„Y„. 
L'équation homogène peut s'écrire dans ce cas 



<j)(j?) -=i \ 



^if Y,(5)9(5)c/5 4-...4-X„y Y„(5)cp(5)c/J, 



et l'on voit que toute fonction fondamentale o{x) est de la forme 

<p(j7) = a,X, -+- a^Xj-h. . .4- a«X„, 

ai, a2, ..., a„ étant des coefficients constants. La fonction o{x) étant de celte 
forme, l'équation homogène devient 

= 1 / [X,(j:)Y,(5)+...-+-X„(^)Y„(5)][a,X,(5)-t-...-^a„X„(5)]t/5, 
Fac. de r,, 2* S., \. i\ 
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et Ton a, pour déterminer les coefficients ai, a2, . . ., y-n 6t \^ les n équatioas 

(i4-XA,i)a,-H XA,iat-+-«««-H ^'A«ia;,= o, 

7A,jai4-(i-hXAj,)a,4-...-i- >.A„,a„=o, A/it=— / X/(^)Yjt(xV/jr. 



(33) 



XAi„a|4- ).A,„a,H-...-f-(n-XA„„)art=o. 



Conformément à la théorie générale, pour que ces équations soient compatibles, 
X doit être racine de Téquation déterminante D().) = o et, à toute racine X = c de 
cette équation, correspond au moins un système de valeurs non toutes nulles pour 
ai, /.., an, et par suite une fonction fondamentale. 

A une racine simple de D(X) correspond une seule fonction fondamentale (à un 
facteur constant près). Pour voir ce qui se passe dans le cas d'une racine multiple, 
il suffit de remarquer que, si Ton pose 






l'opération S, appliquée aux n fonctions X|, .. ., X,}, les remplace par n combi- 
naisons linéaires à coefficients constants de ces fonctions. La question qui se pose 
est donc identique à la réduction d'une substitution linéaire à une forme cano- 
nique. On pourrait étendre ces résultats à un noyau de, forme quelconque par un 
passage à la limite, mais il est aussi simple de les établir directement. 

10. Nous démontrerons d'abord deux théorèmes auxiliaires. 
Deux noyaux H (jr,^), \{'{x^y) sont dits orthogonaux si Ton a, quels que soient 
X ely, 

(3/,) f H(.r,5)ir(5,v)./5 = o, 

(33) Ç \l(s,y)n'{x,s)ds = o. 

Si une seule de ces relations est vérifiée, les noyaux seront dits semi-orlhogo- 
naux. On a déjà remanpié plus haut (n" 4) qu'un noyau peut être orthogonal à 
lui-même. 

Soient H(j7, y) et \\'{x^y) deux noyaux quelconques, H"(.r, y) le noyau obtenu 

en les ajoutant 

W{x,y)^\{(x,y)^\V{x,y); 

si W{x^y) et \\\x^y) restent finis, il en est de même de W[x^y)^ et à chacun de 
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ces noyaux correspondent deux fonctions de Fredholm. Nous les désignerons par 

D(X), D'(X), Wil), :fe(.r,y;À), :fe'(.r,j:X), :iZ''(x,y;l). 

Théorème I. — Si les deux noyaux H{x,y), }l'(x^y) sont orthogonaux ou 
semi-orthogonaux, on a la relation 



(36) 



]rii)=iD(i)\y{i). 



Il est clair que cette relation (36) est équivalente à la relation 



(36)' 



D'C— X) = D(— X)D'(-X). 



Pour démontrer celte relation (36)', nous supposerons par exemple que la rela- 
tion (35) est vérifiée identiquement. Considérons le déterminant 



H' 



**■ I f «X/ 2 f . « • ) ^^^ i 



^l9 «^J» • • • » *^p 



H(x,, ^i)-hH'(x„ xi) H(x,, Xi) 
H(.r„ Xi)-^H'(x^, Xi) H(j:*2, x^) 



W{Xi,Xi) ... H{Xi, X,,)-^\l'{Xi,Xp) 

ir (vr„vr,) ... U{Xi,Xp)-{-W{Xi,Xp) 



H(x,„Xi)-^H'(Xp,Xi) U(Xp,Xi)-hH'{Xp,Xi) ... ^{Xp,Xp)-^W{Xp,Xp) 

il est égal à la somme des 'iP déterminants qu'on obtient en prenant les termes 
H(:r/, x/() dans r colonnes et les termes H'(j:i, x^) dans les p — /• autres colonnes, 
/• variant de o à /?. Pour /• = o, on a le déterminant 



11 



Xif X^t • • • f x^ 
•^I » '^i» • • • » ^i 



et, pour /•=/?, le déterminant 



l 



Soit o <C /'^/^î en prenant toutes les combinaisons possibles de colonnes, on a 
en tout C- déterminants de cette espèce, dont nous n'écrirons qu'un seul 

U(Xi,Xi) ... H{Xi,X^) U'(Xi,Xr^i) ... ^'(Xi,Xp) 

xl \ Xfy X\ ) ... 11 ^ Xjj Xf ) ^ \ X^j Xf^^ ) ... " \ Xfy X p ) 



5 = 



H(^,.,a?,) . . H(j?r, ^r) ^\XryXr^.x) ... H'(jr;., ^p) 

H (^/»» ^I ) • • • H-( J?y,, «^r )> " \*^/ï> «^r-f-l ) ... H \X py Xp) 
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Nous allons calculer TinU^grale rJéfinie 



f / • • • / ^ ^-rj dx^ . . . dx^ 

M ^ mm «^ It 



tt *^ n •' *l 



On sait que ce déterminant o est égal à la somme des produits obtenus en mul- 
tipliant un déterminant d'ordre r formé avec les éléments communs aux r pre- 
mières colonnes et â r lignes quelconques par le mineur correspondant de o. et 
affectant le produit d*un signe convenable. En prenant les/* premières lignes de o, 
on a tout d*abord le produit 

Il ( ) X H ( )• 

Prenons un autre déterminant partiel, contenant par exemple les éléments de 
la (r -i- i)*"^* ligne (/ >oj; ce déterminant est de la forme 

A|, A2, ..., Ar ne dépendant pas de la variable Xr^. Le déterminant par lequel 
on doit le multiplier ne contient la variable Xr^ que dans les éléments d'une seule 
colonne; il est donc de la forme 



rindice h ne pouvant prendre la valeur r -h /, et les coeffîcients B>i étant indépen- 
dants de Vri^i. Le produit de ces deux mineurs est donc lui-même de la forme 

les indices y et h éUnt dillérents de r 4- /, et les coefficients Cy^>i éUnt indépen- 
dants de Xr^-i. L'intégrale multiple d'un produit de cette forme est nulle, car, si 
Ton commence par une intégration relative à la variable Xr^i^ le résultat de cette 
première intégration est nul. On a en effet, par livpothrs(», quels que soient .r 
et jr>i, 



./ 



M{s,xj)R\xHyS)ds=zo, 



Il s'ensuit que l'intégrale multiple de se réduit à l'intégrale multiple de son 
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premier terme, et Ton a 



(87) / • •• / idx^, . ,dx 



a 
b 



= / ••• / H| ' ' \dx^,.,dxrX I ••• / H'f ' * '^ \dxr^^,. .dx^ 

Il y a en tout Çl déterminants analogues à S, mais tous ces déterminants donnent 
dans l'intégration le même résultat. En effet, on peut amener les r colonnes qui 
renferment la fonction H à être les premières, à condition de ramener à la même 
place les lignes correspondantes. Cela fait, le nouveau déterminant ne diffère de S 
que par une permutation dans les indices, et il est clair que l'intégrale multiple 
aura la même valeur. 

Désignons, comme plus haut, par Xp^ X' , ^ les coefficients de \p dans 
D( — X), D'( — X), ly (-:- X) respectivement. On a, par exemple. 




/ / ^1» *^t> • • • > '^ p \ 

# H I I dxy^ dx^ . . ,dxp^ 



et de même pour les autres, de sorte que Tégalité (3^) peut s'écrire, d'une façon 
plus abrégée, 

(37)' / / •••/ idx^dx^, ..dxpZ=ir\{^p^r)\Xr^p^r* 

Nous avons donc, d'après cela, la relation générale, 

ou, en divisant par/>!, 

ce qui montre bien que le coefficient de \p dans D''( — X) est égal au coefficient 
de X^ dans (ô( — X) (ô'( — X). La proposition énoncée est donc établie. 

Si la relation (34) était vérifiée identiquement, et non la relation (35), il n'y 
aurait qu'à répéter les mêmes raisonnements en remplaçant les lignes par les co- 

(uC I y %Ây J, • • • y »X n 

11. Théorème II. — Si les deux noyaux H(j7,^), H' (x y y) sont orthogonaux 



3o 



C. COL'KSAT. 



on a la relation 



ilA 



X'ix^yO) _ Jtix.yi'i) Xix^yO) 



lyr,, 



DOj 



ÎKÏ 



'■/ 



Sou^ ailloaf encore calculer l'intégrale multiple 



/ 1 '" 1 Wi"^'^''"'^" )dx,dxr...dx^. 



^f "^If • • • f -^ i 



l>: détenninanl IF ( I e^t la somme de deux déterminants A« A', le 

premier A avant pour expression 



A = 






. . H(x, Xp) -i-H'^x, Xp) 

ii(x,,xp) -f- irix,,xp) 



H(Xp, l; llf Xp, X,) -r- H'(Xp, X, > ... II(Xp, X^) H- H'(Xp, Xp) 



et le second A' se déduisant de A en remplaçant H par H' dans la première 
colonne. 

Le déterminant A est, comme tout à Theure, la somme de 2P déterminants 
partiels, et le calcul de l'intégrale multiple 



à ^b 



f f-l 



A e/xj . . . dx. 



se ramène encore au calcul de Tintégrale multiple 



b ^b 



ff-f 



àdxx djCf. . . c/xp, 



étant un déterminant de la forme 



H(x,y) H(x,x,) 
H(x„7) H(x„x,) 



H(X;.,y) H(x^,x,) 

H(X;.^,,y) H(X;.^,,X,) 

H(xp,/) H(Xp,x,) 



H(X,Xr) H'(X, Xr-Hl) 

.. H(Xi,x^) !r(x,,Xr^,) 



. . H(X;., X^) ir(Xr, X^^_,) 

il(%r|.^l, X,.) Il (»ïr»-i» «^r-^-i ) 



.. H(Xp, X,,) ir(xp, x^,) 



H'(x,xp) 
H'(x,,xp) 

H'(xr, Xp) 

Il (X;._^.|, Xp) 

H'(x,„Xp) 
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En reprenant les raisonnements du numéro précédent, on voit que, si la rela- 
tion (35) est vérifiée identiquement, Tintégrale multiple 

' / ••• / àdxxdx^, , .djCp 
se réduit au produit 

/ / ^,. I Hi \ àxi. . .dxr 



X / / ••• / H'I \dXf^X' * *dxp. 

En désignant par iiK^, iili^, iil>* les coefficients de \p dans ^(^, j; — X), 
:ïe'(j:,y; — X), :ïe"(a7,^; — X) respectivement, on a donc, en définitive, 

// * • • / ^ ^^\ ' • • d.Vp 
= />! X^ Dl,o-h . . . -f- Cp ri (/> — r) I Xp.^ \)l),. -h . . . -h /> 1 iJl)p. 
Tout pareillement, si la relation (34) est vérifiée identiquement, on a 

J^h pb ^b 

' / • • • / ^' dxi . . . dxp 

=/>! Xpiil>; -h . . . -h C; r! (/> — r) ! X;,__,.iib;4- . . . -i- pi i)l>'p. 
Ajoutons ces deux relations membre à membre et divisons par /?! , il vient 

llbp = XplH>o 4- ... -h ^'p^r ^•^r -t- . . . -h ^i>p 

La première et la deuxième ligne du second membre représentent respective- 
ment les coefficients de \p dans les deux produits 

D'(-X)Je(^,7;-X), D(-X)5e(^,7;-X). 

On a donc, en changeant X en — X, 

ae^(^,jK;X) = Je(^,y;X)D'(X)4-:ïe'(ar,7;X)D(X); 

il suffit de diviser les deux membres de cette égalité par le produit D(X) D'(X), en 
tenant compte de la relation (36), pour obtenir le résultat énoncé. 
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12. La relation (38) s'écrit encore 

(38)' r(^,r; À) =: Tijc.y; l) 4- F (^,/; X), 

r, r', r" étant les noyaux résolvants relatifs aux trois noyaux H, H', H*' respec- 
tivement. 

Celte relation est applicable à deux noyaux orthogonaux quelconques H, H', 
bornés ou non bornés, et se démontre très facilement en partant des développe- 
ments en séries entières des trois fonctions r(jr, >;).), r'(x,j';À), r^(x,j';X). 
Étant donnés, en effet, deux noyaux orthogonaux quelconques H(jr, j^) et H'(j:, x)> 
considérons les deux suiles de noyaux déduits de H{x^y) et de H'(x^y) par des 
itérations successives. Deux noyaux quelconques , pris respectivement dans 

m 

chacune de ces suites, sont toujours orthogonaux. 
Des deux équations 

H</"(J?, v) = / / ... / H(x,<,) H(/„/,) ...H(«p_„/) rff, ...rf<,.„ 

H'w)(j-,j')= / / ... / H'(x, «,)H'(M,. «,)... I!'(«,_„v)rf«,...rf//,_, 

on tire, en effet, 
h 



Ç Wp^{x,s)\V^^ {s,y)ds 



a 



= / ••• / U{x, tx). , .H{tp^i,s)H'(s^ Ui), . .H' (Ug.ify)dsdti, . .du^^i, 
et, en commençant Tintégration par rapport à la variable s^ il vient aussitôt 

(39) f WP^(x,s)H'^<f^(s,y)ds=j:o. 

On démontrerait de même qu'on a identiquement 

(40) f nP'(s,y)H'^f^{x,s)ds = o. 



On conclut de là que les deux noyaux r(x,y;l) et V'{x, y; 1) sont eux-mêmes 
orlhogonaux, quel que soit)., 

(39)' f r(x,5;X) r(s,y;l)ds = o, 

(4o)' f T'{x,s;l)T{s,y;l)ds ^o. 
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Soit H"^''^(jr,^') le r'*"* noyau déduit par itération de 

Au moyen des relations (ig) et {io), on démontre sans peine qu'on a, quel que 
soit r, 

d'où résulte la relation annoncée (38)'. 

13. Les deux théorèmes précédents donnent lieu à un certain nombre de corol- 
laires. 

Corollaire I. — Soient H|(^*,^), . . . , H^(x,y) un certain nombre de noyaux 
orthogonaux deux à deux, et H^^i (jc^v) le noyau égal à leur sonime 

Hp+i = Hi -H ... -4- Hp. 
Entre les noyaux résolvants correspondants on a la relation 

(40 Tp^jinr, + . ..-^r^. 

Si les noyaux H/ sont bornés, on a de plus, entre les fonctions déterminantes 
de Fredholm, la relation 

(4-2) Dp^,(X) = D,(X)...Dp(X). 

Corollaire II. — Si, par un moyen quelconque, on a décomposé un 
noyau }i{x,y) en un certain nombre de noyaux hi{x^y), ^^(j?,^), ..., 
hp{x^y) orthogonaux deux à deux, la formule (40 montre qu'on saura résoudre 
l'équation de Fredholm pour le noyau H(j:,^), si l'on sait la résoudre pour 
chacun des noyaux hi(x^y). 

Corollaire II/, — Si les noyaux A,, A2, ..., hp sont bornés, la relation (42) 
montre de même que tout nombre fondamental relatif au noyam H(.r, j^) est un 
nombre fondamental pour l'un au moins des noyaux Ai, /i2, ..., '*/>> ^^ inverse- 
ment. 

On peut obtenir une proposition à la fois plus précise et plus générale au moyen 
du lemme suivant : 

Lemme. — Si H|(j:,y) et ll.2{x^y) sont orthogonaux, toute fonction fon- 
damentale ^(x) relative au noyau H|(j7,j^) satisfait à la relation 



b 
H,(j:,5)9(5) dszno. 

a 

Fac. d9 T., !• S., X. 5 



/ 
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Soit cp(^) une fonction fondamentale pour le noyau H|(a7,^). De la relation 
on tire, en effet, 

a ^ a ^ n 



= C I ^{t)dt l H,(d7,5) 11,(5,^)^5 = 0. 



Cela étant, soient ^i{x^y\\) et r{x^y\\) les noyaux résolvants relatifs aux 
noyaux hi{x,y) et H(j:,y), 

H(a:, v)=:/i,(dr,y) 4-...4-Ap(:r, v). 

Les noyaux hi{x^y) étant orthogonaux deux à deux, on a 

ce qui prouve que tout pôle de F est un pôle pour Tune au moins des fonctions y/. 
Inversement, soient c un pôle de yi (x^y; X) par exemple, et 'f{x) une solution 
de Féquation 

<p{x)=ic I hi{x^s)<^{s) ds. 

^ et 

D'après le lemme précédent, cette fonction ^{x) satisfait aux p — i relations 

o=zc I hi{x,s) (^{s)ds (i = a, ...,/?) 

et, par suite, à la relation obtenue en les ajoutant à la première 



<j)(jr) = c/ U(XfS)(p{s)ds, 



Donc tout nombre fondamental relatif à l^un des noyaux hi{x^y) est aussi 
un nombre fondamental pour H(x, j), et toute fonction fondamentale pour 
le noyau hi{x,y) est aussi une fonction fondamentale pour le noyau H(x,y). 

Il peut, d'ailleurs, arriver qu'un même nombre fondamental appartienne à plu- 
sieurs noyaux différents hi{x^y). 

Remarquons aussi que les nombres fondamentaux sont les mêmes pour les 
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deux équations homogènes associées 



(^{X) =Z C I H(J7, 5) 9(5) f/5, 



rt 
h 






m. 



14. Nous allons appliquer le théorème 1 à Fétude des fonctions fondamentales 
dans le cas d'un nojau borné. 

Soit c une racine d'ordre n de l'équation déterminante D(X) = o, provenant 
d'un noyau borné H(jr,y). A cette racine c correspond toujours une fonc- 
tion ©I (x) différente de zéro (n" 8), satisfaisant à la condition 

(43) Oi{x) = c I H(j?, 5) 91(5)^5. 



a 



A cette fonction cpi(^) associons une autre fonction tti (x) telle qu'on ait 
(44) i = c I <?i(s)r.i(s)cis, 

ce qui peut, évidemment, se faire d'une infinité de manières. Si c est une racine 
réelle, la fonction çp| (x) peut aussi être supposée réelle, et l'on pourra prendre 

t:i(x) = Coi{x) 
en déterminant la constante C par la condition 



Si c est imaginaire et de la forme a 4- py/ — i, soit ^i(^) = u(x) -h ^(^)v/ — * 
la fonction fondamentale correspondante, ii{x) et i^(^) étant réels; on posera par 

exemple ^z^ (x) = C[a(j:) — ^^(^) V — U» ®^ ^^^^ déterminera la constante C par 
la relation 



= CcJ \[u{s)y-^[v(s)y\cis. 



La fonction t:, (^) ayant été choisie de façon que la condition (44) soit véri- 
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fiée, posons 

(45) U(x, y) = cp,(x) 71, ( r) -h H,(x, y); 

d'après la façon dont on a choisi izt (j;), les deux noyaux h{x^ j^) = çp, (j?) t:, ( r) 
et H| {x^ y) sont semi-orthogonaux , 
Nous avons, en effet, 

/ Hi(:r,5)9,(5)7r,(y)e/5= / [H(a7, 5) — cpiC^-) 71,(5)] 91(5) ?:,( x)c/y 

= / H(a;, 5)9,(.ç)ri(y)t/5 — 9,(j:)7r,(j') / 7ri(^)?i(*)^ 

_ 9,(^)7r,(7) _ ?i(^)7ri(.v) _^ 
c c 

La fonction déterminante ^/(X) pour le noyau h{x^y) se réduit (n" 6) à un 
bmome du premier degré 



— X / 9i(5)7r,(5)c/5Lz:l- - 



Par suite, si D, (X) est la fonction déterminante relative au noyau H,(a7,^), on 

a D(X) = D| ().)( 1 1 ) d'après le théorème I. 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème III. — Soient c une racine de Véquation déterminante D(X) = o, 
ç,(j:) une fonction fondamentale correspondante, t^\{x) une autre fonction 
telle qu^on ait 

iz=c / ^i(s)Tz^{s)ds; 

si Von pose H,(j7, y) = H(j:, y) — ?« (-p)~i(J')î '« fonction déterminante 
D, (X), relative au noyau H,(j7, j^), a pour expression 

(46) D.().)=^- 

c 

Remarque, — Pour que les deux noyaux o,(j:)7r, (v') et H,(j7,^) fussent 
complètement orthogonaux, il faudrait qu'on eut aussi 

b 



I lli(s,y)T:i{s)ds=zo, 
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c'est-à-dire 

/ H(5, 7)7:1(5)^/5= / ?i(^) 7:1(7)7^,(5)^/5, 

OU encore, d'après la condition (44)? 

c 



i H(5, v)7r,(5)t/.ç = 7r,(7). 

On voit que tîi (2:) devrait être une solution de l'équation homogène asso- 
ciée 

iTi(a:) = c / H (5, x)T:x{s)ds 

mais rien ne prouve, a priori, qu'on puisse trouver une solution de cette équa- 
lion telJe que l'intégrale / ?i (^) t^i (^) dx ne soit pas nulle. Nous verrons même 
plus loin que cela n'est pas toujours possible. 

IS. Si c est racine simple de l'équation D(X) = o, c est un pôle simple de 
T{x^y\ X) et nous avons vu plus haut (n" 8) que si l'on remplace y par une con- 
stante numérique ^1 dans le résidu B(x,^) relatif à ce pôle, cette constante étant 
telle que B(x, 71) ne soit pas identiquement nulle, ©,(j:) = B(jr,7i) est solution 
de l'équation (43). 

Toute autre solution de l'équation (43) est de la forme Cç<(^), C étant con- 
stant. Soit, en effet, cp(x) une solution quelconque de l'équation (43); iz^{x) ayant 
la même signification que tout à l'heure, choisissons la constante C de façon qu'on 
ait 

[9(5) — Cçj (5)] 7ri(5) ds = o. 



X 



La différence 8(0:) = ç(^) — Ccpi {x) satisfait alors aux deux conditions 

r"' 

6{x)=:cj H{x, s)è{s)ds, 

Jf TT, (5)3(5)^5= o. 
a 

On a, par suite. 



à{ 



x) = c / [H(a:, 5) — 9,(0:) tt, (5)] 5(5) ^5, 
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el, par conséquent, 5(.r) = o, puisque la fonction déterminante D|(X), corres- 
pondant au novau H|(.r, >), ne s'annule plus pour X = c. En résumé, à une 
racine simple X = r r/r D().) = o correspond une seule fonction fondamentale. 
Ceci prouve (pie, quand on fait varier^ dans la fonction B(j:, ^'), cette fonction 
est simplement multipliée par un facteur indépendant de x. Nous verrons, en 
elVet, un peu plus loin que B(a-, >) est le produit d*une fonction de x par une 
fonction de y, 

1(). Prenons maintenant le cas général où c est une racine multiple d'ordre n 
de D(X'i (/i > 0. \près la première transformation 

H(.r, y) = ?iix)T:av)-hH,^jr, v), 

c est niciiie d'ordre /i — i de la nouvelle équation déterminante. Par conséquent, 
il existe encon^ une fonction Ss^jr"^, ditVérente de zéro, satisfaisant à l'équation 
homogène 

à cette fonction ^%\x\ associons de même une autre fonction "i(^v^ telle qu'on 
ait 

1 = c I 3i(5^ •jÎ^^ ds 

* a 

et posons 

lli(.r, v):= rtV-*"^ ^tKy^ -^ lljfx, v>. 

La fonction dotcrmiUvinte D^* /^^ corres[H>ndant au novuu H^tx, ^)'\ est égale à 

* ^ _ .1 » 

— X-. — r^' 

l- - I — \ 

c \ c 

si « > j, léquatiou Oj /^^ = o admet encore la racine c, el à celle racine corres- 
pond une fonction Sj .r \ ditlVrt*nle de iér\s satisfaisant à la relation 

Au mv»\en de ç, x , ou peut prvH^eder à une nouxelle transformation, el ainsi 
de suite. Il e>t clair qu'aprt^s n opérations de ce i;cnrt* on arn\era à un nojau 
H, X, V , pvMir levjuel la fonction détenuiuanle correspondante D, «V' esl égale à 



/> * 



Il 
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On aura employé dans celte suite d'opérations les noyaux successifs 

et les 2/1 fonctions ©/(j:^), 7^/(^), liées par les relations 

<Pi(x) = c I H/_,(.r, s)(^i{s)ds 

1 cp/(5)7r/(5)^5 
n 

H/_, (j:, 7) = 9/(x) 7r/(7) + H/(x, 7) ,' 

La fonction >p/(^) est une fonction fondamentale pour le noyau H|_i(a:, j), 
mais elle n'est pas, en général, une fonction fondamentale pour le noyau primitif 
H(a7, ^). Pour voir le rôle de ces fonctions, examinons le cas où /i = 2. Nous 
avons alors deux fonctions Çi(^), ®2(-2?)î vérifiant respeclivement les deux rela- 
tions 



<p,(a:)=:c / H (a:, 5)<p,(5)rfj, 



a 

b 



?i(^) = ^ / H» (^'^ ^)?«(^) ^» 



a 
OÙ 



Les deux noyaux ©1 (j?) ir, (j^) et H, (a:, j^) étant semi-orthogonaux, on a (n° 14) 






ce qui montre que les fonctions ©i et ©2 ^^^^^ linéairement distinctes, Calcu- 



, on a 



Ions / H(a7, 5)çp2(*)rf^; 

\ H(j?, 5)9,(5)^/5=1 / H,(.r, 5)cp,(5)û^5-h / cp,(j:) 7:1(5)9,(5)^/5 

= -^^-H9l(^) / 71,(5) 9,(5) t/5, 

ce qui peut s'écrire 

/•' 
9,(^) 4-C9,(x) = c / H(J7, 5)92(5)^5, 
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C désignant un coefficient constant 

On voit donc qu'à une racine double c de D(A) correspondent deux forkc- 
tions linéairement distinctes Oi(j^), o^i^c)', vérifiant les relations 

?i(J') = ^ / H(x, 5)9,(5)^5, 

f ?î(-^)-^C9,(x)z:zc ^ \\(x,s)ot{s)ds. 



c étant un coefficient constant (qui peut être nul). 

Posons, pour abréger, 

S9(vr)= 1 H 1^*, 5)9(5)^5; 



nous sommes conduits par induction à la proposition générale suivaate : 

Thkohèmf. I\'. — 5i c est une racine multiple d'ordre n de l'équation déter- 
minante D{\) = o^ il existe n /onctions linéairement distinctes, ©i(jr), 
^^(.r), ..., îp,i(^u!:^, satisfaisant aux n relations suii^antes, où les coef- 
ficients a/A sont constants, 

CS9, (x) = 91, 
cS9,(x) = aj, 9,-t-9., 
(•«^) ^ <^'S95(.r)=:a„9,-haj, 9,-T-9„ 



r S 9, 1 .r ) — a„t 9i -^ x,,. 9, H- ... -î- 9, 



Lo théor(*mt» rtant vrai pour /j = i , et pour n = 2, il nous suffira de montrer 
que, s'il est vrai pour une racine multiple d'ordre n — 1, il est encore vrai pour 
une racine multiple d'ordre /i. 

Soit c une racine d'onire n de 1)\^/.^ = o: après la transformation 

\\{A\ y) := sK^f'^^il^ï^ ^ H,i.r, v\ 

Têquation Di^^X"^ = o admet la racine c au degré yn — O de multiplicité. La pro- 
position étant supposée établie pour une racine multiple d'onlre n — i, il existe 
(n — \) fonctions linéairement distinctes ^^, 9, 9^ satisfaisant aux rela- 
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lions 

(49) |^S'^' = «»?'^9" ! S.?=rH.(..,),(.)rf,. 

' \ *^" 

Or, on a, d'une façon générale, 

S/(^) = S,/(^)-f-(p,(^) r T:,{s)/(s)ds; 

remplaçons successivement /(x) par 02(j:), ^^{x), ..., 'fn{^)j nous trouvons, 
en multipliant par c. 



/c 



(50) 



S(p, = cS,<p, + c(p, / 7t, (s) (p, (*)<&= «„(?,+ (p„ 



6 



ou 



• • • • • • •> 

cS9„— cS,(p„4-C(p, / 7ri(5)9„(5)û^::^a,n9i-4-««î9i-4-...-+-<Prt, 

(Xii =c I 7:1(5)9/(5)^/5 (« = 2, 3, . . ., n). 



Si l'on ajoute aux relations (5o) la relation 

on obtient bien un système d'équations de la forme (48). 

D'ailleurs, les n fonctions <pi, <p2 9 . . .) ?/i ^^^t linéairement distinctes. En effet, 
s'il n'en était pas ainsi, on aurait une égalité de la forme 

9i=:Aj(p,-t-...+ A/cp/ (A/7^0, iSn), 

les coefficients étant constants, puisque par hypothèse les fonctions 92» ?S9 •••) fn 
sont linéairement distinctes. 
De cette relation on déduit 

Si9i=^ AjS|9i H-. . . + A^Si(p/=: o, 

et les formules (49) montrent que f/ serait une combinaison linéaire des fonctions 

fa? Çsj . . ., ^i-f Le théorème énoncé est donc établi. 

Fac. de r,, i* S., X. G 
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17. Lorsque le noyau H(j?, y) est réel, ainsi que la racine c, il est clair qu'on 
peut supposer réelles toutes les fonctions (pi, ^29 . • m ?/i) ^^^ ^^ peut effectuer 
toutes les transformations indiquées sans introduire d'imaginaires. Lorsque c est 
imaginaire, le nojau étant réel, les fonctions fi? ?2) . . . 9 ?/< contiennent nécessai- 
rement le symbole yj — 1 . 

En réunissant les fonctions provenant des racines conjuguées de D(X), on 
obtient des fonctions réelles satisfaisant à des relations un peu différentes des rela- 
tions (4^)) où ne figure aucun coefficient imaginaire. On peut aussi obtenir ces 
formules directement en procédant comme il suit. 

Soient c = a -+- p y/ — i une racine imaginaire de D(X) = o, u(x) -f- ç(x)^ — i 
une fonction fondamentale correspondante, u{x) et i^{x) étant des fonctions 
réelles et distinctes. La relation 

u(x)-hv(a:)\/^ = ((x-h^\f^i) f H(x, s)[u{s)-^ if {8)^—1 ]ds 
est équivalente aux deux suivantes 

I ai/(ar)-4-(3o(^) = (a*+(3«) r U{x, s) u(s)ds, 

/ — (3i/(a:) -4- «(^(^) = (««-+- P«) r H(x, s) i^(s)ds. 

Cela posé, cherchons à déterminer quatre constantes A, B, C, D, de telle façon 
qu'en posant 

h{x, y) =A u{x) u(y) -h B u{x)i^{y) -h C v(ûc) u{y) -^ Di^(x)ç(y), 
on ait les égalités 

i «1/(0:) -+-(3(^(07) = (««-+- p«) r h(x,s)u(s)ds, 
j — (3i/(^)-4-a(^(j?) = (a«-4-(3*) / h(x, s) i^{s)ds, 

c'est-à-dire, sous forme abrégée. 



(52') 



i / h(Xf s)u{s)ds= j H(a:, 5)1/(5)05, 
I / h(Xy s)v(s)ds=^ j li{Xy s)v{s)ds. 
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Les constantes A et B, par exemple, doivent satisfaire aux deux équations 
linéaires 

(««-+- P*) A r u^s)dS'^lï f u{s)v(s)ds\ = <x, 

dont le déterminant n'est pas nul, d'après l'inégalité de Schwarz; C et D s'obtien- 
dront d'une façon analogue. 

Ayant ainsi formé h(x, y)^ posons 

H(a:, y) = A(^,j^)-4-H,(ar, y); 

les deux noyaux h{Xjy) et H,(j?,j^) sont semi-orthogonaux. Nous avons, en 
effet, 

/ tLi(x,s)h(s,y)ds= 1 H(œ, s) h{s,y)ds — 1 h{x, s)h(s, y) ds, 

et, comme A(5, y) est linéaire en ui^s) et «'(*), on a, d'après les relations (Sa'), 

/H(^, s)h{s^ y)ds= j A(x, s) h{s, y)ds. 

Soient rf(X), D|(X) les fonctions déterminantes relatives aux noyaux h{x^ y)^ 
H|(a:, j^). On voit immédiatement, d'après les relations (Sa), que les racines 
de dÇk) sont a -f- P v^ — i , a — ^ y/ — i ; on a donc (n" 6) 

et, par conséquent, • 



D(X) = D.a)[.-^ + ^] 



Si a -I- p y/ — I et a — ^ y/ — i sont deux racines conjuguées, d'ordre n de mul- 
tiplicité, de D(X)=:o(/i>'i), elles sont encore racines d'ordre n — i de D|(X) = o. 
En reprenant les raisonnements du précédent paragraphe, on arrive à la conclu- 
sion suivante : 

A deux racines imaginaires conjuguées, a-|- ^y/ — i et a — ^y/ — i, d'ordre n 
de multiplicité, de l'équation déterminante, correspondent in fonctions réelles 
{/i(x), Vi{x)^ linéairement distinctes, satisfaisant à des relations de la forme 

/rcox ((«*-+- (3')Sl//{^)r:i « ,,,(a:) + ^ c.,(.r ) +. . . 

(00) \ (« = ï» 2, 3, . . ., /l), 

/ (a«-^(3»)S 1^/(0:)=:— (3//,(a:)-t.«iv(^) + ... 
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les termes non écrits dans les seconds membres étant des combinaisons linéaires, 
à coefficients constants et réels, des fonctions Uj{x) tlVj{x)^ d'indice inférieur à i. 

18. Revenons au théorème général du n° 16, pour démontrer la réciproque. 

Théorème V. — SUl existe n fonctions linéairement distinctes Çi(^), 
tf2{x)^ . . ., yn(x), satisfaisant à des relations de la forme (48), c est racine de 
Inéquation déterminante d*iin ordre de multiplicité au moins égal à n. 

Le théorème étant exact pour /i = i (n" 8), il nous suffira encore de montrer 
que, s'il est vrai pour un système de (/i — i) fonctions, il est encore vrai dans le 
cas de n fonctions. 

Supposons donc qu'il existe un système de fonctions 0|, ..., (p/^, linéairement 
distinctes, vérifiant les relations (48). La première de ces relations prouve que c 
est racine de D(X), et que Ox{x) est une fonction fondamentale correspondante 
cette racine. Associons-lui, comme plus haut, une fonction tc, {x) telle qu'on ait 



c 
et posons 



/ <^\{x)TZx{x)dx=^i^ 



>. 



nous avons vu qu on a 



H(^, J') = 9l(^)7r,(J)-f-Hl(^,7); 



D()0=(I-J)D.(X), 



D|(X) étant la fonction déterminante relative au noyau H|(j:, j^). 11 nous suffira 
donc de prouver que D,(X) est divisible par (X — c)"~^. Posons pour cela 

<^î(^) = 9l{^) -^ C, 9, (x), . . . , ^n {x) = 9n {x) -^ Cn (pi (^), 

C2, Cs, . . ., C/1 étant des constantes, et calculons S| 4>a, . . ., S| <!>//. On a 

S,0,= S,(p,+ C,S,9, = S(p,— / <^x{x)TZx{s)(^^{s)ds, 

puisque (n° 14) 

S, 9i = o, 

et, par conséquent, 

cSi<I>, — cScpi— c(p,(x) / ni(s)(pt(s)ds 

= 9î(^)-4-9i(^) «îi— cj TT, (5)9,(5)^/5 

= *j(-^) -+- 9,(0:) <^U—cj 7^,(5) 9,(5) û^5 — C, . 
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La constante Ca étant choisie de façon à annuler le coefficient de fi {x)y il reste 
la relation 

On a de même 

et, par suite, 

cSi<^,= cS<p,— c<p,(a:) / 7:1(5)9,(5)^5 

= <p,(a:)-t-a,i(p,(j:)-^«„cp,(a7) — c<pi(a7) / 7r,(5) 9,(5) t/5 

= 0,— C,9,-ha,i9,-i-«„(0,— C,9,) — C9,(a:) / 7:1(5)9,(5)^^5 

= *a -+- «„ <^, -+- 9, «SI— «jiC,— C— C / 7:1(5)9,(5)^^5 . 

Choisissons C3 de façon à annuler le coefficient de 91(2;); il restera 

cS,<^, = 0,(a:) + a„<^,(a7). 

En continuant ainsi, on déterminera de proche en proche les coefficients C4, ...^ 

Cfl, de façon que les {n — i) fonctions 4>2, 4>j, . . ., 4>;, vérifient (n — 1) relations 

de la forme 

cSi<^/= 4fi-¥- (3/2*,-h. . .4- (3/,/„iO/_,. 

D^ailleurs ces {n — i) fonctions sont linéairement distinctes, comme 92^ 
9j) •••? ^/i- La proposition étant admise pour (n — i) fonctions, D| (X) est divi- 
sible par (X — c)""*, et, par conséquent, D(X) est divisible par Çk — c)". 

Il est clair, d'autre part, que D(X) peut être divisible par (X — c)""*"'", m étant 
un nombre entier positif. 

19. Toute combinaison linéaire à coefficients constants des n fonctions 91 (x)^ 
92(0:), .,., ^n{^)^ définies au n° 16, sera appelée une /onction principale, cor- 
respondant au nombre fondamental c. Tout groupe de n fonctions principales 
linéairement distinctes est un groupe principal. 

Soient 4>|, 4>2, . . ., 4>/, les n fonctions d'un groupe principal 

* = A/i9,-H A/,9,-f-...+ A,„9« («z=i,2, ...,/i), 
les A|'A étant des coefficients constants dont le déterminant est différent de zéro. 
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On a 
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S^/n: A/,So,-h A/,S9,-4-...-h A,i,S9., 



et, par suite, les n formules (48) sont remplacées par n formules 



(54) 



\ 









cS*.=: a.i*, -h «!,,♦,-+-.. .-4- «..♦«; 



le déterminant caractéristique de la substitution linéaire précédente 



A(r) = 



a,,— r 



«11 



^n 



^«1 



«1. 

«tu 



Oimm—r 



se réduisant à (i — r)*. 

Lorsqu^on a choisi n fonctions principales distinctes de façon que les formules 
générales (54) aient la forme particulière (48), nous dirons que le groupe principal 
formé par ces n fonctions est un groupe normal. Nous avons commencé par 
démontrer l'existence d*un groupe normal particulier, mais il j en a éWdemment 
une infinité d'autres, puisqu*on peut ramener d*une infinité de manières les for- 
mules qui définissent une substitution linéaire, dont le déterminant caractéristique 
est (i — r)", à la forme réduite (48). 

Les propriétés précédentes caractérisent les fonctions principales. Supposons, 
en effet, qu'il existe p fonctions linéairement indépendantes iii(jr), u^{x)^ ..., 
ii^(x>, satisfaisant aux /> relations 



(55) 



cSm, (j) 
1 cSii, ( j) 



?l|W|-+-?It Wl 






rSi/|.(x) = ^^j 11,-4- ^^,11, 



?PP"p^ 



le déterminant caractéristique de cette substitution linéaire se réduisant à (i — r)^. 
Ces fondions Ui(x\ ..., Up{x) soni des combinaisons linéaires à coefficients 
constants des fonctions 5,, 5,, ..., 3,. 

En eflel, puisque le déterminant caractéristique de la substitution linéaire (55) 
est égala (i — r^, ou peut déterminer/» combinaisons linéaires distinctes à cœf- 
ficienu consunts des fonctions m,, m, w^, telles que les formules (55) soient 
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remplacées par les suivantes : 

(55) { 

I • » 

cSUp ^ y Pi U, + y^, U, -+- . . . 4- U^, 

les coefficients y ut étant constants. 

Si U|(j:) n'était pas une combinaison linéaire de fi, ^2? •••) ^nj en ajoutant 
la première des relations (55)' aux formules (48), on aurait un système de 
(/i -I- i) relations de même forme, avec (/i H- i) fonctions distinctes Çi, . . ., ç^, U|, 
et Ton en déduirait, d'après le théorème V, que D(X) est divisible par (X — c)""^*, 
contrairement à l'hypothèse. Donc Ui(j?) ne peut être distinct des fonctions ^i, 
?2) • • •) ?/:• ^^ prenant ensuite la seconde des relations (55)', et ainsi de suite, on 
démontre de proche en proche que toutes les fonctions U|(j:), et, par conséquent, 
toutes les fonctions Ui(x), sont des combinaisons linéaires à coefficients constants 

de ^,, <p2, ..., ?//• 

Il résulte de là que p ne peut être supérieur à /i. Si /? = n, les fonctions M|, 
1/2, •••, ifn forment un groupe principal. Si p est plus petit que /i, nous dirons 
que M|, «2, . . ., Up forment un sous-groupe principal. 

20. En définitive, les formules (48) peuvent être considérées comme définis- 
sant une substitution linéaire dont le déterminant caractéristique est (i — r)". 
Tous les résultats de cette théorie classique peuvent donc être appliqués à la ques- 
tion dont il s'agit. En particulier, on voit qu'en choisissant convenablement les 
fonctions principales, on pourra ramener les formules (48) à une forme canonique 
simple. On choisira pour cela r groupes de fonctions principales (i^r^/i), les 
[ji fonctions d'un même groupe vérifiant des relations de la forme 

cS9, = 9,, 
cScp, = 9i-^<p„ 

(56) / cScp, = <p,-4-9a, 



cS<P|i=:(p,i_i-h9|i. 



Cette réduction peut être, en général, effectuée d'une infinité de manières, mais le 
nombre des groupes est un invariant de la substitution linéaire. 

La réduction étant supposée effectuée, le groupe principal ainsi obtenu sera dit 
un groupe canonique. Un groupe canonique se partage d'après cela en un certain 
nombre de sous-groupes, n'ayant aucune fonction commune, vérifiant des rela- 
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tions de la forme (56). Chacun de ces sous-groupes est un sous-groupe cano- 
nique. 

Toute fonction fondamentale 4>(j:), correspondant au nombre fondamental r, 
satisfaisant à la relation 

est une combinaison linéaire à coefficients constants arbitraires des premières 
fonctions de chaque sous-groupe canonique. Par conséquent, le nombre des fonc- 
tions fondamentales distinctes, correspondant à une racine c de Inéquation 
D(X) = o, est égal au nombre des sous-groupes canoniques. 

Ce nombre peut varier de i à /i, comme l'a démontré M. Fredholm d'une autre 
façon, n étant le degré de multiplicité de la racine c de l'équation déterminante 

D(X)=:0. 

!21. Les résultats se simplifient beaucoup dans le cas déjà étudié par M. Hilbert 
€t M. Schmidt, où le noyau H(x, y) est symétrique en x eiy. 

Soient ^(^) et if{x) deux fonctions quelconques intégrables dans l'inter- 
valle (a, b). L'intégrale 



^ a 



peut se mettre sous forme d'intégrale double 



.6 ,.6 



\— f I n{x,s)[<fix)^(s) — ^{x)(f(s)]dsdx. 

Si Ton associe deux à deux les éléments de cette intégrale double qui corres- 
pondent aux deux systèmes de valeurs {x = x'^ s = s') et (ar = .v', s = x')^ on 
voit immédiatement que la somme de ces deux éléments est nulle, puisque 
H(j?', s!) = H(5', x'). On a donc la relation générale, quelles que soient les fonc- 
tions intégrables 'f(^) et ^(^), 



= 0. 



(57) Ç [9Cx)SiJ^(^) — ^(a:)S(p(,r)]t/.r = 

Cela étant, supposons que ^{x) et *^{x) soient deux fonctions fondamentales 
correspondant à des nombres fondamentaux différents c, c', de sorle qu'on ait 

cS(p(j?)=::9(j:), c'%^{x)^^{x); 
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la relation (57) devient dans ce cas, en multipliant par cd ^ 



{c — d) I (p{a:)i\f{x)dx. 



et comme c est supposé différent de c\ on a donc 
(58) / (p{x)^(.r)cix = o. 

Nous dirons pour abréger que deux fonctions 'f(x) et ^(^), satisfaisant à la 
relation (58), sont orthogonales; nous voyons, par conséquent, que si H(:r, y) 
est un noyau symétrique, deux fonctions fondamentales, correspondant à des 
nombres fondamentaux différents, sont orthogonales. 

De cette proposition il résulte aussi que les nombres fondamentaux , pour 
un noyau symétrique réel, sont tous réels (•). Supposons, en effet, que 

a -h Py/ — I (ppéo) soit un nombre fondamental, et soit u{x) H- v{x)s/—a la 

fonction fondamentale correspondante. Le noyau \{{x^y) étant réel, a — p y/ — i 
serait aussi un nombre fondamental, et la fonction fondamentale correspondante 

serait u{x) — ^{x) ^ — 1. Ces deux fonctions fondamentales devraient être ortho- 
gonales et Von aurait, par conséquent. 



/ 



b 
[//*(j:) -4- v^(x)'] dx-=. o. 



Tous les coefficients a/^t des formules (48) sont nuls dans le cas d'un noyau 
symétrique. En d'autres termes, à une racine c d^ordre n de multiplicité de 
Inéquation déterminante D(X) = o correspondent n fonctions fondamentales 
linéairement distinctes (^). 

(>) Le théorème a été énoncé d'abord par M. Hilbert. La démonstration donnée ici est 
due à M. Schmidt. 
(*) Le théorème suppose le noyau \\(^x,jr) réeh Prenons, par exemple, 

H(ir, y) = x-^Y H- 'liyfixy = r(i-h t /Sj) -l-(n- isf^x^y. 
On a 

.-♦-1 r,-Kl 



/ (n- i/Ïj)*^/^ = o, / 5(1-4-1/35)^/5 = -^ 

J-\ J-x v^ 



et, par suite, 



H (ar, 5) (i H- i v/3 5) ds^{\-^ ix /3) -ii, 



v/3 
H{x,s)sds = ^^ -h |(n- 107/3); 



Fac. de T., a* S., X. 



i 
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La propi>»ition étant admise pour une racine multiple d'ordre (n — i), il est 
facile de montrer qu*elle sera vraie pour une racine multiple d*ordre /i. Soient c une 
racine d'ordre /?, fi<«r) une fonction fondamentale correspondante. Après une 

transformation 

H (X, V) = C 9, (x) 9, (^v ) -+- H, (x, V ), 

la constante C étant choisie convenablement, le novau H^lx^y) est encore sjmé- 
trique et les deux novaux H,(j:, v) et C5|<x);5|( v) sont évidemment orthoso- 
naux et non pas seulement semi-orthogonaux. Si le théorème est vrai pour une 
racine d'ordre (/i — i), Téquation homogène 



9(x) = c / H,(x, 5) 9(5) ds 



admet (/< — i) solutions linéairement distinctes 9^, 9,, ..., s^,. D'après une 
remarque antérieure (n'* 13), ces fonctions sont aussi solutions de Téquation homo- 
irène 

Q{X)=CJ H(x,5)9(5)rff. 

En leur ajoutant 91 (x), on a bien /i solutions distinctes pour cette dernière 
équation. 

Remarque, — On peut toujours trouver n fonctions fondamentales corresp<m- 
dant à la racine c, qui soient orthogonales deux à deux. Soit, en eflet, 
91, ,.., 9/, un système quelconque de n solutions distinctes de Téquation précé- 
dente. Prenons ^x{x) = 9,(x) et déterminons les coefficients c^, C3, ..., Cn, de 
façon que ^% (x) soit orthogonale à chacune des fonctions 

9,(x) — c, 9i(x), .9,(x) — c,9i(x), ..., î5*(x) — c.9,tx), 

ce qui est évidemment possible. On posera ensuite 4>î(x> = 9s< x) — Ci<ï>i(x), et 
il est clair qu'en continuant ainsi on iinira par obtenir un svstème de n fonctions 
fondamentales orthogonales deux à deux. 

En rapprochant cette i^maixjue de la propriété d'orthogonalité de deux fonc- 
tions fondamentales, corivspondant à des nombres fondamentaux dillerents, on en 
conclut que tout noyau symétrique ïi\^Xs y) fournit un système orthogonal </e 



on voit ijuo \-T-ijr\S et x forment ud svsième de fonctions principales correspondant au 



nombre foniUnuenlal — r* 

il 
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5l 



fonctions, c'esl-à-dire un système de fonctions 
en nombre limité ou illimité, tel qu^on ait 






x)(fj^{j:)da::=o {i^k). 



22. Il n^existe pas de simplification analogue dans le cas d'un noyau non symé- 
trique. Il est facile de vérifier sur un exemple que les coefficients a/^ des for- 
mules (48) peuvent avoir des valeurs quelconques. 

Prenons, en efl'et, le noyau suivant 

H(^, 7) =X. P,(7) -+- X, P,(7) +. . .-h X„ P„(7), 

X^ étant le ^9'*"® polynôme de Legendre, P| ( x), . . ., P/i(y) des polynômes en y 
d*un degré marqué par leur indice, et supposons a== — i , 6= 1 . La fonction D(a) 
se réduit ici au déterminant (n" 6) 



D(>) = 



i-hXAi, XA,i 



AAi/1 



XAj„ 



ÀA;,| 

AA/is 
. • • . 

i + XA 



nn 



'*="/. 



\i{x)Vu(x.)dx; 



On a donc Aia=o, si i> h^ de sorte que tous les éléments au-dessus de la 
diagonale principale sont nuls, et il reste 

D(X) = (i4-XAu)(i-+-XA„)...(i-+->A;,„). 

D'autre part, on peut choisir les coefficients des polynômes P|, ..., P,/, de 
façon que les autres intégrales A|>i(£^A) aient des valeurs arbitraires données à 
l'avance. En effet, les intégrales An, ..., An// ne dépendent respectivement que 
des coefficients du terme de degré le plus élevé dans P|, P2, ..., P/*; les valeurs 
des intégrales A, 2, A23, ..., A„_|^,^ ne dépendent ensuite que des deux premiers 
coefficients de P|, P2, ..., P« respectivement, et ainsi de suite. On pourra donc 
déterminer de proche en proche les coefficients de ces polynômes, sauf les termes 
constants qui restent arbitraires. 

Supposons qu'on ait 

Aj I = Au ITT . . . = A ;,;, = -y 



de façon que D(X) = ( 1 • ) • Les n fonctions X|, X2, . . ., X^ forment un sys- 
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lème de fonctions principales correspondant à la racine c. Nous avons, en effet, 
d'après l'expression du noyau H(x,^), 

f n{.T,s)\iis)cfs^ f [X,P,(5) + X,P,(5)-t-...-+-X„P„(5)]X,(5)é/5 

= — [A//X/H- A/,/^|X/-Hi -♦-...-+- A/„X/,] 

Ces relations sont bien de la forme (48.) et, d'après ce qu'on vient de faire 
remarquer, les coefficients qui jouent le rôle des a/A peuvent avoir des valeurs 
quelconques. 



IV. 



33. Tout ce qui a été démontré jusqu'ici pour l'équation liomogène 

(p(j:) = c / H(x,5)(p(5) ^5 

s'applique évidemment à l'équation homogène associée 

(59) ^(x)=zcj ll(s,x)^{s)ds. 



ti 



La fonction déterminante D(X) étant la même pour les deux noyaux H(j?, ^) 
et H(j^, x)j si c est une racine multiple d'ordre n de D(X), il existe n fonctions 
linéairement distinctes '}i(^)i ^2(^)1 •••> ^w(-^) telles qu'en posant 

les n expressions 

soient des fonctions entières, linéaires et homogènes, à coefficients constants, 
de ^1, ^2? -M ^«î le déterminant caractéristique de la substitution étant égal 
à (1 — /')". Ces n fonctions J^i, 'j'2î •••? 4'" seront appelées \es fonctions princi- 
pales associéeSj correspondant à la racine c, et nous appellerons de même 
groupes principaux associés les deux groupes de n fonctions («p,, cp^, . .., o.y) et 
('}i) ^2î •••7 ^w)' Il peut d'ailleurs arriver qu'un certain nombre de fonctions 
appartiennent à la fois aux deux groupes. 

Pour étudier de plus près les relations entre ces deux groupes de fonctions, 
nous établirons d'abord quelques lemines préliminaires. 



RECHERCHES SUR LES ÉQUATIONS INTÉGRALES LLNÉAIRES. 53 

Lemmr 1. — Une fonction fondamentale associée ^{x), solution de Inéqua- 
tion (Sg), ne peut être orthogonale à toutes les fonctions principales ^\{x), 

Conservons les notations du n'* IG; nous avons vu qu'en posant 

H(a7,y)=:<p,(a:)7ri(/) -h. . .-h 9„(j:) 7r„(7) -+- H«(x-,7), 

'^^{y)'> •••» '^tt{y) ^^^^ <1gs fonctions convenablement choisies de^, Téquation 
déterminante D/,(X) = o, relative au noyau H„(j:,j^), n'admet plus la racine c. 
Ornons pouvons écrire Féquation (39) 

^(x) = c I [(pi(5)7r,(a7)-h...-4-9«(5)7r„(x)-+-H„(5,j7)]i};(5)c?5; 
si la fonction '!^{x) était orthogonale aux n fonctions 0|, ^27 • • •} ?//) il resterait 



^(x) = cl Hn(s,x)^(s)ds, 



ce qui est impossible, puisque c n'est pas un zéro de D,{(X). 

Pour la même raison, une fonction fondamentale f (^), solution de Téquation 

(60) (p(a:)=c/ l^{x^s)^{s)dSy 

ne peut pas être orthogonale à la fois aux n fonctions i(x (j:), i(^(^x)^ . . ., if^i^x^. 

Lemme il — // n^existe aucune fonction principale i^i{x) qui soit orthogo- 
nale à la fois aux n fonctions Ç| (j:), ^^i^)} • • v ?n(-^)» 

La proposition est démontrée pour /i = i , puisque dans ce cas une fonction 
principale est aussi fondamentale. Employant toujours le même procédé, il suffit 
donc de prouver que, si elle est vraie pour une racine d'ordre n — 1, elle est vraie 
aussi pour une racine d'ordre n, 

Soitfi(x) une fonction fondamentale, solution de l'équation (60). D'après le 
lemme précédent, il existe une fonction principale •ii(x) qui ne lui est pas ortho- 
gonale, et l'on peut évidemment supposer que Ton a 

(61) \=ci (!^^{x)^^{x)d.r. 

Nous pouvons alors compléter le groupe principal associé (<{^|, ij^'i • • •> ^n) avec 
{n — i) fonctions linéairement distinctes 4*2? 't^s, •••7 4'«» orthogonales à Çj, de 
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façon que Ton ait 

(62) / 9, (a:)4'/(^)ûfj? = o (< = 2, 3, . . .,/i). 

Cela étant fait, employons Ja transformation du n** 16 

H( jr,y) = <p,(^) +»(/)-+- H, (^,y), 

et soient <p2, '^3, ..., '^„ les (/i — i) fonctions du groupe principal correspondant 
au nombre fondamental c pour la nouvelle équation homogène 

(63) (p(j:)=:c/ Hi(a:,5) 9(5)^. 

Les n fonctions ^i, ^2? • ••? ?« forment, on Fa vu (n° 16), un groupe principal 
pour l'équation (60). 

Nous allons montrer que les (/i — i) fonctions i/^-, ^s, • • m ^/t forment aussi un 
groupe principal pour l'équation associée 

(64) ^{x) = c f ïlr(s,a:)^{s)rfs. 
Nous avons en effet 

c'est-à-dire, d'après la condition (62)', 

/ Hi(5, ^)v{;/(5)^5 = C / l^{x,s)^i{s)ds (<=Z2, 3, . . ., /i). 



c 

n 



Nous avons donc un système de relations de la forme 



c / H, (5, j?) 4»/(5) ds = A,|iJ>, (x) H- \ii^i{x) -h ... 4- A«/<J^« (^) : 

multiplions par ',p, (x) et intégrons de a a b. En tenant compte des conditions (62), 
il reste 

' '^\{^)^\{^)dx = c\ / }^^(^s,x)<^^i^x)^i{s)dxds 

= cl ^i(s)ds I Ui(s,x)(^i{x)dx, 
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Mais on a (n" 16) 

a 

et par conséquent A.|/= o. Les n — i fonctions ^2, . . ., A„ satisfont donc à (n — i) 
relations telles que 

(65) cl Ei{s,x)i\fi{s)ds^kii^i(^)-^'.'-^A„i^n(^) (« = 2, 3, . . ., n). 

Pour prouver que ^2, ^3, ..., ^n forment un groupe principal pour l'équa- 
tion (64), il suffit de montrer (n** 19) que le déterminant caractéristique A(r) de 
la substitution linéaire (65) est égal à (i — r)"~'. Mais on a aussi 

r' 

(66) cl U(s, x) ^i(s) ds = Ati^t(x) -^ . , . -^ kni^ni^) (« = 2,3, ...,n), 
avec une autre relation 

(67) c I E(s,x)^,(x)dx = Bi^,(x)-^,..-^Bn^ni^), 

^ a 

et le déterminant caractéristique de la substitution linéaire définie par les for- 
mules (66) et (67) est égal à (i — r)". Or ce déterminant est évidemment égal 
à A(r)(B, — r). Il faut donc que Ton ait B, = i, A(r) = (i — /)'*"'. 

En résumé, les deux groupes (^2? 'fs» • • m ?/i) et (^a, 'l'a, . . ., ^/*) sont deux 
groupes principaux associés pour l'équation (64). Cela étant, admettons qu'il 
existe une combinaison linéaire 

qui soit orthogonale à la fois aux n fonctions cpi, ^^^ . . ., f;,. En vertu des rela- 
tions (61) et (62), Ci doit être nul, et il existerait une combinaison linéaire de 
^2> ^3; • • M ^n qui serait orthogonale à la fois aux (n — i) fonctions 'f 2, 03, . . ., Ç/,. 
Cela est impossible puisque la proposition énoncée est supposée exacte dans le 
cas d'une racine d'ordre {^n — 1) de l'équation déterminante. 

Corollaire, — Posons pour abréger 



(9+) = / <^{oc)^{x)dx 
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et soit A le déterminant 



1 = 









(?«^l) (?/.+î) ••• (?«'%) 



OÙ (cpi, ^2) • • -7 ?/i) 6^ (^i; ^2) • • •? '}/i) ^01^^ deux groupes principaux associés, cor- 
respondant à une racine d'ordre n de Téquation D(X) = o. Le déterminant A est 
digèrent de zéro. 

En effet, s'il était nul, il serait possible de trouver une fonction principale, non 
identiquement nulle, 

vérifiant les n relations 



(o,^r) = o, (cp,^) = o, 



(9„q^) = o. 



Tout pareillement, il n'existe aucune combinaison linéaire de Çi, Çj, ..., »^, 
qui soit orthogonale à la fois aux n fonctions ^i, '^nj " "> '}/!• 

24. Désignons toujours par (©i, 3)2) • • •) ?») ^^ (^d ^i) • • m '}«) deux groupes 
principaux associés, d'ailleurs quelconques, correspondant à une racine c d'ordre n 
de l'équation D(X) = o, et posons 

H'^fy)=9i (^)[Cu+,(7)H-C„ij;,(7)-h...H-C,„ij;„0')] 
-H ?î (^) [Cu ^1 (7) H- ... -4- Ctn ^niy)] 

'h 



les coefficients c^ étant des constantes. On peut choisir ces n* coefficients, et cela 
d'une seule façon, de telle sorte que l'on ait 



(68) f h{x,s)(^i{s)dsT= Ç ll(x,s)Qi{s)ds 



(« = I, 2, ...,/l). 



En effet, les deux membres de ces n égalités sont des combinaisons linéaires 
de Çi(^), ?2(^)) . • .? ^fi{^)' ^^ égalant les coefficients de îpi (x) par exemple, on 
a un système de n équations linéaires pour déterminer les coefficients Cn, C|2, ..., 
C|,/, et le déterminant correspondant est précisément A. Les autres coefficients se 
déterminent de la même façon. 

Ces coefficients c/a étant choisis ainsi, posons 



*'i(7) = C/l^i(j')-+-.--H-C|/i+«(/) (« = I,2, .. .,«), 
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les n fonctions ^i{y) sont linéairement indépendantes. Supposons en effet qu'elles 
ne le soient pas; la fonction li{x^y) pourrait se mettre sous la forme 

/' (^, y ) = X, Y, H- . . . H- X^Yp {p < n ), 

X|, X2, . . ., X^ étant des fonctions de x^ et Y|, Y2, . . ., Y^ des fonctions de y. 
L'équation déterminante correspondant à ce noyau h{x^y) serait au plus de 
degré />(n® 6), et par conséquent ne pourrait admettre la racine c au degré n de 
multiplicité. Il ne pourrait donc y avoir n fonctions principales pour l'équation 






or, d'après les conditions (68), les n fonctions principales 0|, cpj, ..., cpu pour 
l'équation 

(^(x)=zc 1 U(XyS)(^(s)ds 

sont aussi principales pour la première équation. 

En définitive, il existe toujours une fonction h{x^y)^ et une seule, qui est à la 
fois linéaire par rapport aux fonctions principales des deux groupes associés et qui 
satisfait aux relations (68). Nous appellerons cette fonction le noyau principal 
correspondant à la racine c. 

Si deux groupes principaux associés (oi, Ça, . . ., o„) et (<}>|, ^2, . . ., i^n) sont tels 
que le noyau principal ait pour expression 

^(•^,7) = 9i(^)^'i(j')-+-9î(^)^îO)H-...-+-9/i(^)^'/.(/), 

nous dirons que ces deux groupes associés sont conjugués, 11 y a une infinité de 
groupes conjugués, car on peut choisir pour cpi, ©a? •••1 ?// des fonctions princi- 
pales quelconques, pourvu qu'elles soient distinctes, et l'on vient de voir comment 
on doit déterminer les fonctions ^{^i, ^2? • • •? ^n qu'il faut leur adjoindre pour avoir 
deux groupes conjugués. 

Dans le cas d'un noyau symétrique VL{x^y)^ le noyau principal correspondant 
à une racine c de D(X) = o, d'ordre n de multiplicité, a pour expression 

(69) /ï(^,7)=2c,-9/(j:)9/(/), 



1 = 1 



cp,(j:), ^2{^)^ •••) ^n{^) étant /i fonctions fondamentales distinctes orthogonales 
deux à deux, et les coefficients Q étant choisis de façon que l'on ait 

I =: C,C / (pj(s)cls. 
Fac. de 7\, a* S., X. 8 
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Si Ton pose H(x, ^) = A(x,^') H- H/,(x, j^), les deux noyaux h{x^ y) 
et \{n{Xjy) sont symétriques et orthogonaux. 

Nous allons étendre cette dernière propriété au cas général. 

25. Nous commencerons par généraliser la formule (5^) du n* 21; H(x, ^) 
étant un noyau quelconque, posons 

S9(x)= f H(x,5)9(5)^5, S'9(x)= f H(5,x)9(5)a:f, 

et soient ^{x)^ *^{^) deux fonctions quelconques intégrables dans Tinter- 
valle (a, 6). L'intégrale simple 



J [9(j:)S''|(x)-4.(x)S9(j:)]^x 



peut encore se mettre sous forme d'intégrale double 



.h ^b 



f f [H(5,a:)9(ar)^(5)-H(x,5)9(5)'|(j:)]^j:é£î; 
el la somme des deux éléments provenant des deux systèmes de valeurs 

(x =: jt', 5 = 5'), (x =:5',5 = j:') 

est encore nulle. On a donc, quelles que soient les fonctions 9(x), ^(x), 
(70) f ^{x)S'^{x)dx= f ^^{x)So(x)dx. 

Des deux relations 

cS9(x) = 4^(x), cS'+^x) = 4-(x), 

on déduit donc Tégalité des deux intégrales 

(7O ( Q{x)^\x)dx- f ^(X)^ix)dx. 

Cela posé, soient (9,, 92* • • • - ?«)* ('}i? • • • , 'i//) deux groupes principaux conju- 
gués quelconques. On a pour les fonctions de ces deux groupes les deux systèmes 
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t,^. f^ni j*^iJl encore décrire 

^7>; afn(?ryA)-r...-+-a/,(9«%) = ?Ai(?i']'i)H-..-H-?*«(9i+«)- 

Prenons pour h une valeur fixe, et donnons successivement à Tindice / les 
valeurs i, 2, ..., n; nous obtenons n équations linéaires permettant de cal- 
culer ^Ai, ,3^2, ..., ^A/iî car le déterminant correspondant est précisément A. 

D'ailleurs, si Ton remplace {^i'!^h) par sa valeur — ^» les équations (73) 

deviennent, en multipliant par c, 

et Ton y satisfait évidemment en posant 

On a donc la relation générale 
(7^) PA/=aiA, 

et l'on voit que le déterminant de la substitution linéaire (78) se déduit du 
déterminant de la substitution linéaire (72) par un renversement autour de 
la diagonale principale. 

On en déduit que la fonction h{x^y) joue le même rôle par rapport aux fonc- 
tions '!/|, '{^2, ..., A„ que par rapport aux fonctions cpi, 02, ..., ©;,, c'est-à-dire 
qu'on a 

(77) / }A{s,x)^i{s)ds= l h{s,x)^i{s)ds 

Des formules (73) et (76) on lire, en effet, 

b 



(/ = i, 2, . . ., /i). 



c 



/ H (5, x) ^i{s) ds = a„ -^J;, H- . . . 4- «„/ ^n- 

^ a 



D'autre part, on a 

.b 



ci /i{s,x)'\fi(s)dsz=ic^i(x) 1 (^i(s)^i(s)ds-\-..,-\-c^n(^) f (pn{s)^i{s)ds. 



c'csl-à-dire, d'après les relations (74)? 

b 



c I h(s, X) ^i{s)ds r= «1,-^, H- «1/1];,-+- . . . H- a,„ ij;„, 



ce qui démontre bien la relation (77). 
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Les formules (68) et (77) peuvent encore s'écrire 

(£ =1, 2, . . ., /l), 

et comme h{x^y) est linéaire par rapport aux fonctions ^i{x) et par rapport aux 
fonctions ^/(^), on a aussi 






,b 

(x,s) — h(a:,s)]h(s,y)ds=:Oy 
(78) 



Les deux noyaux /i{x^y) et ll,t{x^y) = ll{Xjy) — à(Xyy) sont donc ortho- 
gonaux, ce qui conduit au théorème suivant : 

Théorème VL — Soit h{x^y) le noyau principal correspondant à une 
racine c de Inéquation D(X) = o; si l'on pose 

(79) H(j:, V) = h{x,y) 4- H„( j:,/), 

les deux noyaux h{x, y) et Hft(x,y) sont orthogonaux. 

Corollaire, — Soit D,|(X) la fonction déterminante correspondant au 
noyau ll„{x^y). On a déjà observé (n** 24) que la fonction déterminante d(\)j 

relative à h{x^y)j esl égale à ( i J • On a donc, d'après le théorème I, 

(80) D„a)=-^^ 



Hf 



et l'équation D(X) = o n'admet pas la racine c, 

26. Lorsque le groupe principal (çi , Çj, . . . , ç^) est un groupe normal, tous les 
éléments situés au-dessus de la diagonale principale dans le déterminant de la 
substitution linéaire (72) sont nuls. Il en résulte que tous les éléments du déter- 
minant de la substitution linéaire (73), situés au-dessous de la diagonale princi- 
pale, sont nuls, et le groupe conjugué est aussi un groupe normal. 

Faisons une hypothèse encore plus particulière, et supposons que le groupe 

(?1> 9î> . • » 9n) 



62 



É. COURSAT. 



soit un groupe canonique, se décomposant par exemple en deux sous-groupes 
canoniques, comprenant respectivement /> et ^ fonctions principales 

(?i»?î» -.-.Op) et (9',,9',, ...,9^). 



Les formules (-2) deviennent ici 



(81) 



\ cS 9,(.r) = 9„ cS 9,(ar) = 9, -4- 9,, 

' cS9;(jr) = 9;, cS9;(a:) = 9;-h9;, 



cS9p(x) = 9p^,-h9p, 

cS9;(x) = 9;_,-^9;. 



Soit ('il, '^2i " "t'^p'j 'Y^1 "") 'Yq) le groupe conjugué; d'après la propriété géné- 
rale qui vient d'être démontrée, les formules (73) sont les suivantes : 



(8a) 









On voit que le groupe conjugué est aussi un groupe canonique se décompo- 
sant en deux sous-groupes canoniques. Nous dirons encore que les deux sous- 
groupes (91, 929 • • • 7 ?/>) e^ {*^*f'^2'''"i^p) ^^'^^ conjugués, ainsi que les deux 
sous-groupes (9',, . . . , 9' ) et (A',, »}!,, . . . , 4' ). Il est clair que le raisonnement est 
général, et nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Théorème VII. — Le groupe conjugué d'un groupe canonique est un 
groupe canonique, et le nombre des sous-groupes canoniques est le même 
pour les deux groupes» 

Il en résulte (n**20) que le nombre des fonctions fondamentales distinctes, 
correspondant à un nombre fondamental c, est le même pour les deux équa- 
tions associées 

(^{x)z=c I U{XyS)(^(s)dSj t^{x)=ic I U{s^x)^(s)ds. 



27. Reprenons nos deux groupes canoniques conjugués, qui se décomposent 
en deux sous-groupes canoniques. La comparaison des formules (61) avec la rela- 
tion générale (74)7 qui donne la valeur du coefficient a/y^, montre d'abord que les 
intégrales (9*'}^) et (9, *}a) sont nulles, ce qui prouve que deux fonctions o et ^', 
appartenant à deux sous-groupes canoniques non conjugués, sont orthogo- 
nales. 

Quant aux fonctions de deux sous-groupes conjugués, on voit de la même façon 
que 91 est orthogonal à ^{^2) '^37 •••7 ^/»; 92 est orthogonal à tous les ^1, sauf ^1 
et ^2 7 9j est orthogonal à tous les ^i, sauf ^2 et ^3, et ainsi de suite. 
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Posons 

h,{x, )•) = 9,(0:) '1,(7) -h...-+-9;,(j?)^'p(j), 

d'après ce qu'on vient de démontrer, on a évidemment 

^ ; (« = I,2, .. .,^), 

/A, (5, x)t^i{s)ds =10 

et de même 

/ hx(XfS)(^j(s)ds =10 



j hi{SyX)^j{s)cis = o 



(y = 1,2, ...,/?) 



et, par conséquent, 

/ hi(x,s)/ii(s,jr)ds = o, I hi{s,y)ht(x,s)ds = o. 

Les deux noyaux. h^{x^y) et /h{x^y) sont donc orthogonaux. Le raisonne- 
ment est évidemment général et Ton a le théorème suivant : 

Théorème VUI. — 5/ les /onctions principales qui correspondent à un 
nombre fondamental c peui'ent se répartir en r sous-groupes canoniques, 
le noyau principal correspondant h(x^y) peut se décomposer en r noyaux 

secondaires 

lh{J^fy)f ài(x,y), ..., hrixyv), 

orthogonaux deux à deux, dont chacun est formé avec les fonctions de deux 
sous-groupes canoniques conjugués. 

D'après la façon même dont ces noyaux secondaires ont été formés, il résulte 

I ) > 

si les soùs-groupes canoniques correspondants contiennent /i/ fonctions. 

28. Â chaque nombre fondamental correspondent ainsi deux groupes associés 
de fonctions principales, ainsi qu'un noyau principal, pouvant se décomposer en 
plusieurs noyaux secondaires. La comparaison des fonctions principales, prove- 
nant de deux nombres fondamentaux diilérents, conduit au théorème suivant : 
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Théorème IX. — Deux fonctions principales ?i*(^) et '}^*(.r), correspondant 
à deux nombres fondamentaux différents, sont orthogonales. 

Pour simplifier les notations, supposons que ©i, . . . , cp„ soient n fonctions prin- 
cipales distinctes correspondant à un nombre fondamental C| et que tj^i, '}2, . . . , ^/» 
soient m fonctions principales associées correspondant à un autre nombre fonda- 
mental Co. Si ces deux groupes de fonctions sont normaux, comme on peut tou- 
jours le supposer, on a les deux systèmes de relations 

c,S<p,(a:) =©„ 

,^3^ , c,S(p,(x) =«,1?! H-?î» 

J » 

i > 

D'après la relation générale (70), nous avons 
(85) c, / 9(jr).c,S''|(j?)</j? = c, / ^(x).CiS 9(j:) ^^vT, 

quelles que soient les fonctions f (x) et i^{x). 

Prenons d'abord ^{x) = Çi (ar), et faisons successivement ^ (x) = ^| , ^2> • • • ^ ^m- 
11 vient, de proche en proche, 

(Cl— C,) / (^^(x)^^{x)dx =0y 



{C^—C 



)J ?l(«^)+j(^)^^ =0, 



2 

a 



(Ci—Ci) I (^i{x)^,n(j^)dx = 0. 



ti 



et Ton voit que ^i (x) est orthogonale à toutes les fonctions 'i|, '^a, . . . , ^{^m- Ceci 
étant établi, prenons ensuite o=zo2{x) et faisons successivement ♦]/ = ']^i, . . . , 'l^m^ 
on voit que ©2 est aussi orthogonale à toutes les fonctions '}|, 'la, ... 1 'im^ et ainsi 
de suite. 

il s'ensuit, comme conséquence, que les noyaux principaux, aussi bien que 
les noyaux secondaires, correspondant à deux nombres fondamentaux diffé- 
rents, sont orthogonaux. 
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On peut résumer ces résultats comme il suit. 

Soit c une racine de l'équation D(X) = o; outre son ordre de multiplicité /i, il 
y a lieu de considérer un autre nombre entier positif, le rang r de cette racine, 
c'est-à-dire le nombre des sous-groupes canoniques entre lesquels on peut 
répartir les n fonctions principales correspondantes. Cela posé, imaginons qu'on 
range en une série toutes les racines de D(X) = o 

chaque racine figurant dans cette série un nombre de fois marqué par son rang; 
on peut, par exemple, les ranger par ordre de modules croissants. A chaque 
nombre c/ de cette suite, on peut alors faire correspondre un noyau A/(x, j^), 
de façon à obtenir une suite de fonction 

(87) /i,(j:,7), hiix^y), ..., hi{x,y), ..., 

deux noyaux différents quelconques pris dans cette suite étant toujours ortho- 
gonaux. 

29. On a vu plus haut (n® 21) que tout noyau H(x, j^), symétrique en x et j^, 
donne naissance à un système orthogonal de fonctions. Un noyau non symétrique 
fournit de même un système biorlhogonal; nous appelons ainsi l'ensemble de 
deux systèmes de fonctions, se correspondant une à une, 

?i» 92» • • •> ?/■» • • •> 

telles que l'on ait 

b 

(x)^f,(x)dx = o. 



X ■' 



lorsque les indices i et A' sont différents, les intégrales 






{x) ^i{x)cix 



n'étant pas nulles. Il suffît évidemment de prouver que, au moyen des fonc- 
tions ©I, ^2, . . . , Op d'un sous-groupe canonique et des p fonctions Ai, '^2^ . . . , '^^ 
du sous-groupe conjugué, on peut former deux groupes de p fonctions 

les 0| étant des combinaisons linéairement indépendantes des ©/, et les Wi des 
Fac. de T., a- S., X. q 
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nfiii\tni*ii*ffii% lifi/'^iiremenl indépendantes des 'li^ de façon qu'on ait 



/ ^i{x)^i.{x)djcz=o pour i^k. 



D'une façon plus générale, soient (9|, 02, . . ., o^y) et ('^m ^29 • -• 9 '}p) deux 
^ronf9^^ de p fonctions linéairement distinctes, telles qu'il n'existe aucune com- 
hinaiviu linéaire des fonctions cp/ qui soit orthogonale à tous les *li^ et inverse- 
ment. 

Prenons 4>,( j:) ^ ^,(x), et soit W^(x) une combinaison linéaire des fonc- 
tion» i,. i^- ..., 'Ip-f telle que l'intégrale définie 



f. 



b 

a 



v#it différente de zéro. Choisissons ensuite les coefficients Cj, c,, . . . , c^, Cj, 
^i- '"^ <^« de façon qu'on ait 

J [^i{x)^C,^,(x)]W,{x)dx:=o\ 

"^ V (1 = 2,3, ...,/i); 

y [^,(x)^c-WA^)]^i{^)dx = o^ 

nous obtenons ainsi deux groupes de p fonctions linéairement distinctes 

^i» ?'î» •••> ?p» 
^'1, 'l'i. •••» i^p. 

ou ^^:= ©/ — C| 4>, (x), •}^= '}/ — c) ^*i (jt), et telles qu'on ait 

f ^i{x)^'i(x)cix = o, j ^i(x)c^'i(x)dx = o. 

!>?•» deux groupes de (p — i) fonctions (?'j, «i, • • • , ?';,) et ('fa,'}',,...,'}';,) 
jouit^^ant de la même propriété que les deux groupes primitifs, on peut répéter 
in tnhiu: o|>ération, et il est clair qu'en continuant ainsi on arrivera à deux groupes 
du p fonctions jouissant de la propriété voulue. 

liait*» le cas particulier considéré ici, 011 (oi, ^2? • • • -» ?/>) et ('% ? '^a? • • • 7 'Ip) 
forment deux sous-groupes canoniques associés, les fonctions 9/ et i^k satisfont 
aux relations établies plus haut (n" â7), et l'on a un système biorthogonal en 
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posant 

W, = ^J,, — ^, H- ^1^3 —,];,-+-... dnj^p, 

Wi =(];, — ^3 4- ^4 — IF ^p, 

9 



V. 

30. Nous sommes maintenant en mesure de trouver la partie principale de la 
fonction méromorplie r(x^y; X) dans le voisinage d'un pôle quelconque X= c, 
lorsque le noyau H(j?, j^) reste borné. Soient, en effet, c une racine d'ordre n de 
multiplicité de l'équation D(X) = o, h{x^y) le noyau principal correspondant à 
cette racine. D'après les résultats établis antérieurement, si l'on pose 

H(^, y) = /i{,T, j) 4- H;,(x. v), 

les deux noyaux h{x^ y) et VLn{x^y) sont orthogonaux, et les fonctions détermi- 
nantes dÇk) et D,,(X) ont pour expressions 



^(^) = (i--^)"' J).(^) = 



i~-^" 



Soient l)(j?, ^'; \) el JQ,n{^iy', X) les fonctions résolvantes de Fredholm relatives 
aux deux noyaux fi(x^y) et Hf,(x^y) respectivement. D'après le théorème II, 
nous avons l'égalité 

(88) I (^- ; , ^) - T^^^IyT -^ D„(X) ^ 

or, l)(x, y; X) est un polynôme en X de degré inférieur à n et, par suite, 

1) ( j:, y; X) 



(-^) 



représente la partie principale de r(^, y; X) dans le domaine du pôle X = c. Nous 
avons donc le théorème suivant : 

Théorème X. — La partie principale de la fonction méromorphe T{x,y\ X) 



MÉ^ 



*• 



• :i 



*ff»fcï 



»*•-'. ••• 



■ •'^it* 






:n. iL«--vtt 



t. 



*è«~ij. ^uue^ 



t ^ 



.■"T 
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nombre fondamental c, est aussi une fonction fondamentale pour le noyau 
Wp^{x^ y)^ et le nombre fondamental correspondant est cp. 

Inversement, soit i({x) une solution de l'équation 
(90') ^{x) = cP I WP^(x,s)t],(s)ds. 



Posons 
(91) 'Ki^x) — ^{x)-\-c I R(a:,s)^{s)ds 

b 



^f W*Ha:,s)^(s)dS'\-..,-^cP-' f H<r-'^{x, s)^(s)ds; 



-h C 

on en déduit 

b 



Jy%b X, I» ^b 

' H(x,s)T:(s)ds— n{x,s)^{s)ds-hc / W^^x, s)^(s)ds -h. , .-^c-'^{x) 
a ^ a ^ il 



7r(a7) 



et la fonction 7^(0?), déHnie par Tégalité (yi), est bien une solution de Téqua- 
tion (89). Mais il peut se faire que cette fonction 71(^7) soit identiquement nulle. 
Pour voir dans quels cas il peut en être ainsi, posons plus généralement 

(92) 'K.,{x) — ^{x)^ctù*\ U(x,s)^(s)dS'{'C^(^^''l W'^(x,s)^(s)ds-^... 

-{-cP-^(^''^p-^^ f WP-^^(x,s)^\>{s)ds 

(1) étant une racine primitive de Féquation 0)''= 1 . On voit encore que t^^^x) est 
une solution de l'équation homogène 



(89') 



7rv(j?) = cci)^ / H(a?, s) T:{s)ds. 



D'ailleurs les p fonctions tt,, 712, .. ., ttv ne peuvent être nulles à la fois, d'après 

la relation 

p 

(98) p^{x)=:^.t:^{x). 



v = i 



qui s'ohlienl en ajoutant les p relations (92). A une solution de l'équation (yo) 
correspond donc une solution de l'une au moins des équations (89'). Lorsque le 
noyau V{x,y; À) admet deux pôles, c, c- par exemple, et deux seulement, dont 
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le rapport est une racine/?'*''"* de l'unité, les solutions des deux équations 

9(x) = c/ H(a:, 5)9(5)^5, o(ûc)-=c' I H(a?, 5) 9(5) r& 

sont bien solutions de Téquation (90). Inversement, toute solution de l'équa- 
tion (90) fournit une solution, différente de zéro, de Tune au moins des équations 
précédentes. 

. Pour éviter toute difficulté de cette nature, le nojau H(x, j^) étant donné, ainsi 
que le pôle c de Vi^x^y\ X), nous supposerons qu'on a choisi le nombre p de 

façon que le noyau W^P^x^y^ reste fini et, en outre, de façon que le noyau 

c' 
résolvant r(x, j'; a) n'admette pas d'autre pôle c', tel que — soit une racine />'«"« 

de l'unité. Il est clair qu'on peut choisir le nombre /?, de manière à satisfaire à ces 
deux conditions. Ce nombre/? étant ainsi choisi, les deux équations (89) et (90) 
admettent les mêmes solutions. 

En effet, cco, cco^, . . ., cco/*"* n'étant pas des pôles de T{x^y\ X) les {p — 1) 
équations (89'), où v est différent de/?, n'admettent pas d'autre solution que 

7rv(^) = o, 

et la relation (98) donne 

P^{x) = t:(x), 

7c(j7) étant défini par la formule (91). 

32. Supposons maintenant que l'équation (89) admette n fonctions principales 
[ce qui aura Heu en particulier si le noyau H(x,^) reste fini]; nous allons mon- 
trer que ces n fonctions sont aussi des fonctions principales pour l'équation (90). 
D'une façon plus précise, soit (9,, 9^, ..., ©jx) un sous-groupe canonique de 
[X fonctions principales, satisfaisant aux relations 

cS9,= 9i, 089,= 9,-+- 9,, cS9j=93-+- 95, ..., cS9|A=9|jt-f-9|i_i, 
on en déduit, de proche en proche, 

c/'S</'>9,= 9„ 

c/'S^'»>9,=i9,-h/?9„ 

cPS^/')9,= 93 4-/?9,+ ^^^pl%,, 



et, d'une façon générale, 

c''S<''>(ï.< = (ï.,H-Cî(}.,_, + CÇ(p,_,-t-... + Cf_,(p, (1 = 1, a, ...,fx). 
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On voil que (©1, ©a? ...» ®{i.) forment aussi un sous-groupe principal pour 
Fëquation (90) et, à part C©|, il n'existe aucune combinaison linéaire de ces fonc- 
tions, vérifiant Téquation (90). 

Ces n fonctions donnent donc naissance à un seul sous-groupe canonique pour 
Téquation (90). 

Inversement, supposons que ^1, ^27 • . • ? ^n forment un groupe normal de fonc- 
tions principales pour Féquation (90). Ces n fonctions satisfont aux relations 

(94) { c^'S^^'J^, = a,i^,4-a„^,-f-ij;3, 



Posons 

(95) (}^^ = ^^^ c%^^^ c^^^i)^^^ , , ,^ cP'^%ip-^)^^ (« = i, 2, ..., n); 

on a 

c S 9/ 2= c S vj;/ -H c* S<«^ ip/ -f- . . . -f- c^» S^/») ^r, 

ce qu'on peut écrire 

(96) cS(p/— 9/ = c''S^''>^/ — v|;/ (1 = 1,2, ...,n). 

Les n fonctions ©1, 92» •••??« ^^^^ linéairement indépendantes, comme les 
fonctions <J^i, if2i • • •? ^w 

Supposons, en effet, qu'il existe une relation de la forme 

^ = Ai(pi-f- A,(p,-+-. . .-H A„9„ = o, 

A|, A2, . . ., Am étant des constantes, non toutes nulles. 
Les formules (96) montrent qu'on aura 

où 

*' = A,^l 4- A,^,"r- . . . 4- A„^,„ 

et ^'* serait une solution de l'équation (90). On déduit aussi des formules (gS). 
et, par suite, d'après ce qui a été démontré plus haut, 
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Si <l> était nul, il en serait de même de W et, par conséquent, les fonctions ii, 
4'i? • • •) ^n ^^^ seraient pas linéairement indépendantes. 

Nous savons déjà que 0| = — ; ies autres fonctions Oj, Cj, . . . , '^„ sont aussi 

des combinaisons linéaires de ^J^i, Aa^ ...» ^w 

Pour le démontrer, partageons les fonctions i^i en un certain nombre de groupes 
de la manière suivante. Dans le premier groupe, mettons les jjl fonctions fonda- 
mentales que nous désignerons par <j>^/\ i^\l^ ^ ..., ^[iJ'; dans le second groupe 
mettons les fonctions i^i telles que cP^^p'^^i — «1/ soit une fonction linéaire des 
fonctions du premier groupe. D'une façon générale, le /•'«"'® groupe comprendra 
les fonctions ^z telles que la différence cP^^P^i^i — ^i soit une fonction linéaire des 
fondions des groupes précédents; nous désignerons par i^l^ une quelconque des 
fonctions du /•'«'"« groupe. 

Toute fonction ^ telle que la différence 

soit une combinaison linéaire et homogène des fonctions ^i des (/• — i) premiers 
groupes, contenant au moins une fonction du (/• — ly^»» groupe, est elle-même 
une combinaison linéaire des fonctions ^/ des r premiers groupes (n** 26). Pour 
effectuer cette décomposition, on peut imaginer d'abord que les n fonctions i^i 
soient des fonctions principales réparties en un certain nombre de sous-groupes 
canoniques. Dans le second des nouveaux groupes, on mettra les secondes fonc- 
tions de chaque sous-groupe canonique, dans le troisième groupe les troisièmes 
fonctions de chaque sous-groupe canonique, et ainsi de suite. 

A cette division des fonctions i^i en groupes correspond une division analogue 
des fonctions o/. Soit ^^p une fonction du /*'*"* groupe, correspondant à la fonc- 
tion i^P\ les fonctions o^ du r^^"*^ groupe sont des combinaisons linéaires des 
fonctions '}/ des r premiers groupes. 

Nous avons, par exemple, pour r = 2, 

le second membre est une combinaison linéaire des fonctions fondamentales «y,*', 
^2* > • • •' ^{A^ ^^ P^^ suite, des fonctions ff\*\ ©lj*\ . . ., o\i\ On a donc 

par des itérations répétées, on en conclut que la différence 

cPS^P^9\''^(x)-'(^P(a:) 

est aussi une combinaison linéaire de o\*\ . . . 5 ?îi > o^ ^^ ^V\ • • . > 'IJt • ^^^^ suite. 
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<f\''^ est une combinaison linéaire des fonctions «l, des deux premiers groupes ; 
inversement les fonctions ^^^ du second groupe sont des combinaisons linéaires 
des fonctions ^i des deux premiers groupes. Supposons la loi vraie jusqu'au 
groupe d'ordre (r — i), de façon que toutes les différences 

cS(p/'(^)-9Î/>(x) 

soient des combinaisons linéaires des fonctions cp/ appartenant aux (/ — i) pre- 
miers groupes, si /-</•. On a, o['{x) étant une fonction quelconque du 

^icme groupe, 

P étant une combinaison linéaire des fonctions cp des (r — i) premiers groupes. 
Par des itérations répétées, on en déduit que la différence 

est aussi une combinaison linéaire des fonctions o/, ou des fonctions »}/, des 
(r — i) premiers groupes. La fonction c^'f-(x) est donc elle-même une combinai- 
son linéaire des fonctions A/ des /• premiers groupes. La loi est donc générale. 

La formule (96) nous montre alors que les n fonctions 0|, Oo? . . . -» 'f// forment 
un système normal de fonctions principales pour Féquation (89). Comme les 
n fonctions (fi sont des combinaisons linéaires distinctes des fonctions i/, on voit 
que les n fonctions '^^j, ^2^ • • m '}/< sont aussi des fonctions principales pour Téqua- 
tion (89). 

En résumé, tout groupe pi inclpal de Vêquation (90) est aussi un groupe 
principal pour Inéquation (89). 

Comme les fonctions fondamentales sont les mêmes pour les deux équations, il 
s'ensuit que ces fonctions principales se repartissent pour les deux équations 
en un même nombre de sous-groupes canoniques. 

D'après la remarque faite au début de ce paragraphe, on peut faire correspondre 
ces sous-groupes un à un, les fondions d'un de ces sous-groupes étant des 
combinaisons linéaires distinctes des fonctions du sous-groupe canonique 
correspondant, 

33. On voit de la même façon que les fonctions principales pour Téqualion 
(97) ^{x)=:cf'f \VP^{s,x)^{s)ds' 

^ a 

associée, à l'équation (90) forment aussi un groupe de fonctions principales pour 

Fac, de 7*., a- S.. X. lO 
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Si <l> était nul, il en serait de même de W et, par conséquent, les fonctions r{/|, 
^2t . . . , ^/i ne seraient pas linéairement indépendantes. 

Nous savons déjà que o, = ~; /es autres fonctions îp2, f 3? ... 1 ?/« ^ont aussi 

des combinaisons linéaires rfe J/|, Aa» . . . ? 4*"* 

Pour le démontrer, partageons les fonctions ^i en un certain nombre de groupes 
de la manière suivante. Dans le premier groupe, mettons les [jl fonctions fonda- 
mentales que nous désignerons par ^^^\ i^^^\ ..., <J»[|J^; dans le second groupe 
mettons les fonctions «^^z telles que cP?>^P^i^i — '1/ soit une fonction linéaire des 
fonctions du premier groupe. D'une façon générale, le r'*"* groupe comprendra 
les fonctions '}/ telles que la différence cPS^P^i^i — i^i soit une fonction linéaire des 
fondions des groupes précédents; nous désignerons par 'l^^p une quelconque des 
fonctions du r'*'"* groupe. 

Toute fonction U^* telle que la différence 

soit une combinaison linéaire et homogène des fonctions i^i des (/• — i) premiers 
groupes, contenant au moins une fonction du (r — !)»*■»• groupe, est elle-même 
une combinaison linéaire des fondions ^i des r premiers groupes (n** 26). Pour 
effectuer cette décomposition, on peut imaginer d'abord que les n fonctions ^i 
soient des fondions principales réparties en un certain nombre de sous-groupes 
canoniques. Dans le second des nouveaux groupes, on metti*a les secondes fonc- 
tions de chaque sous-groupe canonique, dans le troisième groupe les troisièmes 
fondions de chaque sous-groupe canonique, et ainsi de suite. 

A cette division des fonctions i^i en groupes correspond une division analogue 
des fonctions o,-. Soit csj'*' une fonction du /•'*"" groupe, correspondant à la fonc- 
tion 'Yr\ les fonctions o^p du r*^'"^ groupe sont des combinaisons linéaires des 
fonctions 'i/ des r premiers groupes. 

Nous avons, par exemple, pour /•= 2, 

le second membre est une combinaison linéaire des fonctions fondamentales 'Y^*\ 
^'2*', . . . , 'IJj!' et, par suite, des fonctions ^\*\ ©j*\ . . . , ©|jj\ On a donc 

par des itérations répétées, on en conclut que la différence 

est aussi une combinaison linéaire de ^\*\ . . .5 ?li', ou de Y^\ . . ., ^^^\ Par suite, 
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!pj" est une combinaison lintaire des fonctions i, des deux premiers groupes; 
inversement les fonctions -y/' «lu second groupe sont des comliinaisons linéaires 
des fonctions <fi des deux premiers groupes. Supposons la loi \raîe jusqu'au 
groupe d'ordre (r — i), de façon que toutes les différences 

cS9/'(j-)-oi"(j) 

soient des combinaisons linéaires des fonctions y,- apparleDaiU aux (l — i) pre- 
miers groupes, si /<r. On ii, »/ (j*) étant une fonction ([uclconque du 
r"-' groupe, 

P étant une combinaison linéaire des fondions -^ des (/- — i) premiers groupes. 
Par des itérations répétées, on en déduit que la diirérence 

est aussi une combinaison linéaire des fonctions »,, ou des fondions ■^,-, des 
(r — i) premiers groupes. La foncti(m s]'''{x) est donc elle-même une combinai- 
son linéaire des fonctions i, des /■ premiers groupes. La lui est donc générale. 

La formule (()(>) nous montre alors <{ufî It's rt fonctions Si , Oj, . . . , s„ forment 
un sYStêine normal de fondions principiilt^s pour l'équation {^9). Comme les 
n fonctions «, sont des combinais(ms linéairos distinctes des fonctions i/, on \o\t 
que les n fonctions '}i,, -Jij, . . ., 'Ji,, soni aussi des fonctions principales |»our l'équa- 
tion (89). 

En résumé, toitt groupe pi hicipul île l'i''// nation (90) est aussi un groupe 
principal pour l'équation (8y). 

Comme les fonctions fondamentales sont les niéiiies pour les deux équations, il 
s'ensuit que ces fonctions principriles se ri'pnrtissent pour les deux l'-r/uations 
en un même nombre de sous-groupi-s cnnimir/ues. 

D'après I» remarque faite au début de ce para^rapbe, on peut faire correspondre 
ces sons-groupes un à un. les funclions d'un de ces sous-f:roupes •■lant des 
combinaisons linéaires distinctes des fonctions du sous-groupe canonirpie 
correspondant. 

33. On voit de la même façon ipic les f'inclions principales pour l'équation 

(97) ^{x)^^^ llr^{s,.z'r!^{s)ds' 

associée.à l'équation (90) forment aussi un groupe de fonctions principales pour 
Fae. de T., î- S.. X. lO 
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réquation 

(98) 'l(x) = c f H(s,x)^(s)ds 

associée à réquation (89). 

On peut alors reprendre, sans modification, les raisonnements des n®* 24-25. 

Reprenant les notations de ces paragraphes, désignons par (oi, O29 ••*) ^n) ^^ 

(6 itft) les deux groupes de fonctions principales associées, qui viennent 

d'être défmies, pour les équations (89) et (98). Le déterminant A défini plus haut 
(n*' !i3) est di lièrent de zéro, puisque ces deux groupes de fonctions sont aussi des 
groupes principaux associés pour les équations (90) et (97). On peut donc encore 
former un noyau /i(x, ^'), à la fois linéaire par rapport aux fonctions 9/ et aux 
fonctions rl| et satisfaisant aux conditions 

/ h(x,s)Oi(s)ds=l H(x, s)^i(s)ds 

c'est le noyau principal correspondant au pôle c de r(jr, r; X). Si Ton pose 

\\(x.y) = h{x,y)-hHn(jr,yh 
les deux noyaux /i{x^y) et H„^x, >-') sont orthogonaux et Ton a, par conséquent, 

y et r„ étant les noj-aux résolvants qui correspondent à A(jr, r) et à Hst^x^y). 
La /onction r^(r, y; a) n'admet pas le pôle \ := c. En effet, si c était un pôle 
de Fji^x, ^'; a\ Téquation homogène 



r(jr) = c 1 H,(jr, 5)7:(5)^j 



admettrait une solution différente de zéro ^n* 80 >. Les noyaux A(j:,^) et Hjt(-r, j') 
étant orthogonaux, cette fonction Ti^-r") vérifierait la condition 



iC 



et, par conséquent, elle ne serait pas une combinaison linéaire des a fonctions 
fondamentales 3|, ^j ?«* ^^ Téquation 1^90 . D^ailleurs, cette fonction "(x) 
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satisferait aussi à l'équation 

' [ll«(.r, s) -h /<(.r, .ç)] 7r(.ç) (h ^= c j H(.r, .ç) 77(5) ds; 

réqualion (8<)) aurait donc une solution '^^(x) n'appartenant pas à Féquation (f)o), 
ce qui, nous Tavons vu, esl impossible. 

C^)iiant au noyau y(''. ^S a), d'après la façon même dont on a défini /*(-r,^v), il 
est de la forme 

I|(a\ )'; a) élant la fonction résolvante de Fredholm pour //(.r, ^'), c'est-à-dire 
un polynôme en A de dejj^ré n — 1 au plus: Vl-^» .V- a) représenle don<! bien la 
partie [trincipale de r(j^, v; A) dans le d(»maine du pôle A = c, 

3f . En définitive, nous sommes ranimés au calcul du noyau résolvant qui cor- 
respoml à un noyau 7* (»r, >') dr la forme particulière considérét» au n" (J, 

hix, j) — \, Y,-T-. . .4- \,Y,„ 

X| \// étant n fonctions linéairement distinctes d(» .r, cl V,, ..., V,, n fonc- 

liciiis linéairement distinctes de y. De plus, wis fonctions \/, \ i^ sont telles ([ue le 

cic-terininant ^/(a) soit égal à ( 1 j i • 

Ce novau Aix, v) peut, en «^MiéraL se d<''composer en /* novaiix secondaires, 
A|i.r, ^>' ', ..., /fr(y«.v)« ortlKi'^^onaiiv deux à deux, chacun d'eux C(»rresponflant 
à lin sous-groupe canoni(pie de fonctions principales. Soit ^[i\J\ y\ A) le noyau 
résolvant déduit de ///ur, )); nous avons 



/■ 



(99) •/<•'•, .> ; À) ==51 */'(•''» .*î "'•)' 



1=1 1 



el il suffira de calculer chacun «les ne» vaux r«'*sol\anls secon<laiies "/(.r, i', a ). 

Soil, d'une façon générale, 

(A 

un iir>yHii canonique, ne se déc(»mposant pas en plu>ieurs noyaux s(M'ondaircs. Kn 
posant, ifune faccm générale. 
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nous devons avoir les relations (n"* 26-27) 



Au — Au — ... — Auu — 



Aji — A j2 — • — A ji.ji— 1 — 



I 

— > 

c 



I 

— > 
c 



tous les autres A/a étant nuls. On a 



'1' 



tandis que la fonction résolvante a pour expression (n** 6) 



o — X| — Xj 



5e(.r,j;>) = 



-X, 



Y, 


I 


X 

c 


c 


o 


Y. 


O 

• 




m, 

/ 

I 

C 


X 


• • 




c 

• • • • 


Y. 


O 






• • • • 



o 



X 

I 

c 



Nous avons donc à calculer le développement d'un déterminant de la forme 



CDzz 



o 


-X. 


-X, 


• 


• • 


^ 

"^^ ^ 


Y, 


a 


h 


o 


• • 


o 


Y. 





a 


h 


. 


o 



a 



Un terme quelconque de ce déterminant développé contient en facteur un pro- 
duit X/Ya, et le coefficient de X/Ya est égal à ( — i)'"*"* multiplié par le mineur 
que Ton déduit du déterminant auxiliaire 



a b o o 
o a b o 
0:=. o o a b 



o o 



• ■ ■ • 


o 


• • • • 


o 


• • • • 





. . . a 


b 


. . . 


a 



en supprimant la /'•"*' colonne et la A-'*"* ligue, c'est-à-dire par le mineur corres- 
pondant à l'élément qui est à l'intersection de la £*'*"* colonne et de la A*'*"* ligne. 
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Si i=kf ce mineur esl de la même forme que o, mais avec une ligne et une 
colonne de moins; il csl donc égal à a^'* . Si Ton a / >• A\ ce mineur est nul, car 
il correspond à un élément de o situé au-dessus de la diagonale principale et la 
valeur de 3 ne changerait pas, si Ton changeait la >aleur de cet élément. 

Enlin, si l'on a i < /r, ce mineur est égal à un délerminanl d'ordre a — i qu'on 
peut ramener, par un déplacement de lignes et de colonnes, à la forme 



et qui a pour valeur 



a 



a 



o 



o 
o 



oo . o o a b o o 
o . . , o o a h o 
o o a b \ 






>. 



}. 



11 suffit de prendre a=i i 6= — -> pour avoir le développement cherché 



(lOO) 



3e(x,j.;X) = 5:5!('-'-)'""""Ï^)* 'X.Y* C"^^)- 



f X 



kC/ 



Faisons successivement A' — / = o, i . 2, . . ., u. — 1 , il vient 
(loi) 3e(j:, v;).) = (<-^j'"'(X,Y,-i-X,Y,4-...-t-X^YV) 



-^ --)'' *(X,Y,H-X,V, + . 



+ Xp._,Y^) 



er'x,v,. 



On peut ordonner ce polvnome suivant les puissances de A ou de A — c. Si on 
l'ordonne suivant les puissances de a, le terme indépendant est, comme cela doit 
être, égal au noyau lui-même 

Aj 1 1 -h . . . -+• -Aix 1 jx » 



si on l'ordonne par rapport aux puissances de A — c, le terme indépendant est Xj Yj^, 
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de sorle que le lerine de degré le plus élevé en r est 



X.Y^ 



XNÏÏ' 



H) 



et, par suite, le pôle À = c est un pôle d'ordre ix pour le noyau résolvant. 
On peut remarquer encore Texprcssion du résidu 

\,(Y,-Y,4-Y3-Y,it:...diY^) 
-+- X, ( Y, — Y, -h Yi liz H= Ypt ) 



H- XjiYji, 

et les deux groupes de fonctions principales qui y figurent forment, comme on Ta 
remarqué [n* 29^, un système biôrthogonal. 

3o. Dans le cas général, le noyau principal h(x^y) se décompose en r noyaux 
secondaires Ai, h* hr^ le noyau A, étant formé avec deux groupes de jxj fonc- 
tions principales associées. Le noyau correspondant y/^^x, v; À^ admet le point 
\ = c pour piMe d'onlre ;jl/, et il est facile de voir que si plusieurs noyaux résol- 
\ants Y,, Yy, . . . admettent a = r pour pôle d'ordre jjl/, il en sera de même de leur 
somme. De là se déduit le théorème suivant : 

Thi:oiil>ie xi. — Si ie groupe principal relatif au nombre fondamenial c se 
tiêcom/>ose en r sous-groupes canoniques, comprenant respectivement a,, 

;jLj ;jLr /onctions principales, ie / oint \ = c est un pôle d'ordre p /*our le 

noyau résol%^€tnt F^x, ri X'i, /> désignant le plus grand des nombres u.|, 



IJL« *JLr< 



Si les fonctions princij>ales forment un seul gn^upe canonique, on a /> = /i, et 
Tonlre du pôle est ég;d au nombre des fonctions principales distinctes. 

Si toutes les fondions principales sont fondamentales, on a />= i : le point c 
est un |hMo du premier onlre. et la partie principale est égale à 

I 

o 

cVst. en ^^rliculier, ce qui arrive pi^ur un novau svmétrique. 

Il en est de même |H^ur un noyau de la forme /'^x )y^v » S^x, r'k, S«^x, i> 
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étant une fonction symétrique de x el d<i y^ cl le produit p{x)fi{jc) conservant 
un signe constant dans l'intervalle (r/, h). Soit en eflel V(x^y\\) le noyau résol- 
vant qui correspond au noyau symétricpi*^ 



H(^, .V) -S(.r, j)v//>(x)7(^-)/>(j)y(y); 



appliquons à ce noyau la remarque ^^énérale du n" 1, en prenant r{x) =i /^-J — - 
Le nouveau noyau sera 



II,(x. /) = ^^Mlil-j H(.r, V) --= S(x. Y)p(x).i(y), 
et le noyau résolvant correspondant Fj (x, y\ a) esl égal à 



v/ 



il n'a donc que des pôles du premier ordre (' ). 

D'une façon générale, soient /i le n()ud)re des fonctions principales, rie nombre 
des fonctions fondamentales distinctes, p Tordre du pôle X = c de T{x^y\ X). 
Entre ces trois nombres /?, p, i\ on a hîs inégalités 

/? -+- r 1/i H- I, pi' in^ 

qui permettent de trouver deux limites pour un de ces nombres, connaissant les 
deux autres. Par exemple, connaissant // et/>>, on a 

n . 
P~ ~ 

36. On peut se proposer la (piestion inverse de la préc<Mlenle : Connaissant un 
pôle c de T{x^y\ \) et la partie principab* correspondante, d<*terminer les fonc- 
tions fondamentales et, plus généralement, les fonctions principales ainsi que les 
coefficients a/^ des formules ( îH). INous avons d«'*jà observ<'* que le coefficient du 

terme de degré le plus élevé en z ^ donne une fonction fondanuMitale ({uand on 

y remplace y par une constante numéri(|ue (n" 8). Mais les résultats du para- 
graphe précédent prouvent que l'on n'obtient pas loujours de cette façon toutes 
les fonctions fondamentales. 

La solution générale repose sur <|uel(jues lemuies faciles à (b'-inontrer. 

(>; Comptes rendus, 17 février 1908. 
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Lemme 1. — Etant données n fonctions cp, (x), cp2(a:), . . ., ?/i(x) d'une seule 
variable x, pour que ces n fonctions ne soient pas linéairement distinctes, il 
faut et il suj/it que le déterminant 



'^1, ?î, 



?« 



•^1» *^2> • • • > ^n 



9i(x,) 9,(J7,) ... 9n(^i) 



50/7 identiquement nul, quels que soient Xx^ Xa, ..., x«. 

Si run au moins des mineurs du premier ordre de ce déterminant n'est pas 
identiquement nul, il y a une seule relation linéaire et homogène à coefficients 
constants entre les n fonctions o,, et Tune de ces fonctions est une combinaison 
linéaire des [n — i) autres qui sont distinctes. 

11 suit de là que, si l'on a n fonctions linéairement distinctes cp^, Oj? • • •? O/o et 
si une autre fonction /(a:) est une combinaison linéaire de ces fonctions o/, pour 
exprimer y* sous la forme 

il suffira de choisir n nombres x^, x-^^t .. ., x«, tels que J ne soit pas identique- 
ment nul, et de développer suivant les éléments de la première ligne le déter- 
minant 



Xy X \ , «3^2» • 



> ^' n 



qui, par hypothèse, est identiquement nul. 

Lemme II. — Pour qu'une fonction F(x, y) des deux variables x et y soit 
de la forme 



(I02) 



F(x, 7) = ?,(^)4>i(j')-+-?2(*2')^î(7)-^...-+-?/»(-2'*) ']'«(/), 



il faut et il suffit que le déterminant de Fredholm (n** 5) 



(io3) 



soit identiquement nul. 



\yi» y^y • • • > yn-^\ 



Cela posé, supposons qu'on sache a priori qu'une fonction donnée F(j:, )') est 
de la forme (102), mais qu'on ne connaisse pas le nombre /i,"ni les fonctions cpj, 
^A. Pour trouver le nombre /i, il suffira de former successivement les détermi- 
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nants 

!•( I. h( }, .... 

jusqu'à ce qu'on en trouve un qui soit identiquement nul. Le nombre n cherché 
est égal au nombre des lignes du premier déterminant qui satisfait à cette 
condition diminué d'une unité. Une fois ce nombre n déterminé, pour mettre la 
fonction F (x, ^) sous la forme (102), il suffira de choisir /< couples de valeurs 
numériques (xi^ yi) tels que le déterminant 

F 

\^i» y 19 • • • > yn 

ne soit pas nul et de développer la relation 

xy* .Xi> yt* • • •> yn/ 

Ces points étant établis, supposons que)v = csoit un pôle d'ordre |jl de r(x,^;X), 
et soit 

(où X = c + A), le développement de r(j:, y\ V) dans le domaine de ce pôle. Nous 
savons (n** 35) que le résidu B|(j7, j^) est une fonction bilinéaire des n fonctions 
principales (^1, ^2^ •••? ?«) et des n fonctions principales associées («ii, <}»2» •••>%)> 
si ce coefficient B|(j:, ^) est mis sous la forme (102), nous connaîtrons donc 
immédiatement les deux groupes de fonctions principales associées (oi, ..., o„) 
et (<}/|, . . ., 4„). Pour en déduire les fonctions fondamentales, il faut encore con- 
naître les coefficients a/;^ des formules générales (48). 

Or, nous savons déjà que B2, B3, . . ., B^. sont aussi des fonctions bilinéairesdes 
fonctions <fi et ifk^ et nous venons de voir comment on peut calculer les coefficients 
de ces formes bilinéaires. Ces coefficients étant calculés, si nous remplaçons 
r(x, ^; X) par le développement précédent dans la relation fonctionnelle (i3), 
elle devient 

=H(.,,v)+(c-^/.)jr'\(..,)[î%^+...+ ^i%^H-...]. 

En égalant les coefficients des puissances négatives de A, on trouve les éga- 

Fac. de T,, a» S., X. II 
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lilés 

•... • ««y 

de ces relations on déduira de proche en proche 

cSBp,(j7, 7), cSBp.-,(x, y), ..., cSB|(a:,y), 

exprimées au moyen de Bjj., Bjx.i, ..., B|, c'est-à-dire au moyen des fonctions 
Çi(j7), ^k{y) elles-mêmes. 

En donnant à y une valeur numérique dans 

cSB|(j?,7) = c / H(j7,5)B,(5,y)rfî, 

on aura, par conséquent, 

cScp,(j:), cS9,(^), ..., cS9,,(x), 

exprimées au moyen de ces fonctions ^ i elles-mêmes. 

On aura donc tous les éléments nécessaires pour le calcul des fonctions fonda- 
mentales, et Ton déterminera de la même façon les fonctions fondamentales pour 
Téquation associée. 

37. Lorsque c est un nombre fondamental, la formule générale (8) qui donne 
la solution de Téquation de Fredholm 

(io5) (p(x)=:f(j:)-hc I H(x,5)<p(5)rfj, 

n^est plus applicable. Il est à peu près évident que, dans ce cas singulier, le pro- 
blème est impossible ou indéterminé. En effet, si à une solution de Téquation (io5) 
on ajoute une fonction fondamentale correspondant au nombre c, la somme est 
encore une solution de Féquation (io5); inversement, toute solution de l'équa- 
tion (io5) s'obtiendra de cette façon, car la différence de deux solutions est une 
fonction fondamentale. 

Pour que l'équation (io5) admette des solutions, la fonction f{x) doit satisfaire 



RECIIKRCIIKS SIK LES ÉQUATIONS INTÉGRALES LINFLUUES. 83 

à certaines conditions obtenues par M. Frcdholm. Ces conditions se déduisent 
très simplement de la théorie générale qui précède. 

Soit i({x) une fonction fondamentale associée, c'est-à-dire une solution de 
l'équation 

(io6) ^{x):=c j }\{s,x)^(s)ds; 

multiplions les deux membres de Téquation (io5) par ^(x) et intégrons de a à 6; 
il vient 

/*f* pi* ptt pb 

j <^(x)^(x)djc —. j f{x)^{x)dx -^c l I \l(x,s)<^{s)\\t{x)dsdx. 
On peut écrire l'intégrale double 

à ^b .,b 



C 



Jf (^{s)ds I ll(x,s)\\f{x)dx=i I 9(5)vJ;(5)di, 



et il reste la condition 

/ f^x)^{x)dx = Çi, 

Par conséquent, si V équation homogène (loG) admet r solutions distinctes 
^i> '^21 • • •? ^n la fonction f{x) doit satisfaire aux r relations 

(107) / f{x)^i{x)dx = o (1 = 1,2, ...,/•), 



pour que Inéquation (io5) admette une solution. 

Ces conditions sont suffisantes. En eflet, supposons d'abord que le noyau 
h{x^y)^ mis sous forme canonique, ne se décompose pas en sous-groupes cano- 
niques, de façon qu'il n'y ait pour ce noyau qu'une fonction fondamentale Çi et 
une fonction fondamentale associée <J/,|. On a {voir n" •à'j) 

h(x,y) = Oi(x) ^^{y) -^ . . .-^ (^n(x)^n(y)f 
avec les relations 

(108) cS(p,=:9„ cS9,=z(P|4-9„ ..., cS9„=:9„_|-h 9„. 

Soit it(x) la solution de l'équation de Fredholm 

(iog) n(x)=f(x)-i-c Un{x,s)T:(s)ds, 
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OÙ 

H( J-, y) = h(.v,y) -h H„(^, 7). 

Nous chercherons une solution de l'équation (io5) de la forme 

<p( j?) = 7r(a?) -h C, 9, (a?) -h C, (pi(a?) -h . . . -+- C« <p«(a7), 

Cl, C2, . . ., C„ étant des constantes. Cette équation devient 

7r(j?) H-C, (p,(j:) -+-C, 9,(^)4-... 4- C«(p«(x) 



=/(^) -hc I Un (^, *) îr(^) ds 



a 
C 



I H(a?,5)[Ci(p,(5) -h. ..-hC«9«(5)]rf5-hc / A(a7,5)7r(5)fife. 

En tenant compte des conditions (108), (109), il reste l'équation 

Ci9i(a7)-h...-f-C„9n(^) 
=C,9,-hC,(9,-h9,)4-...4-C;,(?«-h9„..i)-+-c / [9iW+iW-+-— ■+-?ii(^) +»(*)] M*) ^ 



ou 



C,9,-+-C,9,-t-...-hCrt9„-i = — c / [9i(^)^i{s)-h...-h<fn{^)^n{s)]n(s)ds. 

Cette condition détermine les coefficients C2, ..., C/i, le coefficient C| restant 
arbitraire, pourvu que nous vérifiions qu'on a 



f vj;,(5)7r 



{s)ds = 0. 



Or cette relation résulte de la condition 

qui est supposée satisfaite. De la relation (109) on déduit, en effet, en procédant 
comme tout à l'heure. 



RECHERCHES SUR LES ÉQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES. 85 

et l'on a, puisque les noyaux h{x^ y) et H/,(j7, j^) sont orthogonaux, 



/ H„(^, s) v|/„(a?) dx = o. 



Prenons maintenant le cas général où le noyau principal h{Xy y) se décompose 
en r noyaux secondaires 

^i^i y) = ^i(^> 7) -^ • • • -+- ^r(^, y)f 

chacun d'eux correspondant à un sous-groupe canonique de fonctions principales. 

Posons encore 

H{x, y) = ht-^ ht-^ . . .-h hr-hUn{x, y); 

les (r+ >) noyaux Ai, Aa, . .., A^ H;, sont orthogonaux deux à deux. Soit tz(x) 
une solution de l'équation 

i:(x) =/(x) -H c / Hn{x^ s) 71(5) e/s; 

en opérant comme nous venons de le faire, nous en déduirons une solution de 
l'équation 

7ri(a:)=/(a?)-f-c / [Hn(^, s) -h/r,(a7, s)]T:i{s)ds. 
De celle-là nous déduirons ensuite, toujours au moyen du même procédé, une 

# 

solution de l'équation 

Wt(^) =/(^) -*- c / [Hn(x, s) -h hi(x, s) -+- h^{x, s)] 7r,(5) ds, 

et ainsi de suite. Après r opérations de ce genre, on obtiendra bien une solution 
de l'équation (io5), d'où la solution générale se déduit immédiatement. 



VI. 



38. La connaissance des pôles de la fonction méromorphe r(x,y\ X) et de la 
partie principale relative à chacun d'eux ne suffit pas, comme on sait, pour déter- 
miner cette fonction. Supposons ces pôles rangés par ordre de modules croissants 

(lIO) C,, C|, ..., Ci 



f ^if • • 



et désignons par P^'^F) ou yi{Xj y^'k) la partie principale de T(Xjy] X) dans le 
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domaine du pôle X = d*. Le cas le plus simple qui puisse se présenter est évidem- 
ment celui où la série 

/=1 1=1 

est uniformément convergente pour toute valeur de X, lorsque le point {x, y) 
reste dans le domaine R. On a dans ce cas 



(lia) r(a:, v;X)=2y/(x, /;X)-+-E(a7,7;X), 

1 = 1 

E(:r, ^; X) étant une fonction entière de X : 

(i i3) E(a7, y; X) = Eî*)(x, y) -4- XE<»)(j7, k) -h. . .-h Xf«-«) E<«)(x, y) 

Faisons, dans cette formule (112), X = o; il vient 
(Il4) H(x,j)=2/i,(jr,j) + E(»(ar,J'), 

1 = 1 

hi{Xy y) étant le noyau principal relatif au pôle c/. On sait que les noyaux 
hi{Xjy)^ hj{x^y) sont orthogonaux deux à deux (n® 28). Les deux noyaux 
hi{Xjy) et E^*^(t, y) sont aussi orthogonaux, car si Ton pose 

H(x, 7) = hi{x, y) -+- Ui(x, y), 

on a vu que hi et H/ étaient orthogonaux. 

II s'ensuit que E{x^ y; X) n'est autre que le noyau résolvant qui correspond au 
noyau Ef'^(:r, y), et les coefficients de la série (ii3) se déduisent de K^*^(x^y) 
par des itérations répétées 

E<'»H'2?,7)= r E^'H^fS)W-'^S,Y)ds (/li=:l, 2, ...). 
Dans le cas qui nous occupe la série des noyaux principaux 

-f-«o 



1 = 1 



est uniformément convergente dans le domaine R. Inversement, on démontre (*) 



(>) C'est une conséquence du théorème général suivant, bien facile à établir, et sar lequel 



RECHERCHES SUR LES ÉQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES. 87 

que, si la série précédente est uniformément convergente dans le domaine R, il 
en est de même de la série (i 1 1), pour toute valeur de X ne faisant pas partie de la 
suite (i 10), et le noyau résolvant r(j:, ^; X) est de la forme considérée ici. 

On voit que cette fonction r(j:, ^;X) se compose de deux parties distinctes, 

une partie méromorphe ^y/(^7^; >^) et une partie entière E(ar, ^; X), qui sont 

orthogonales. Lorsque le noyau H(ar, y) est symétrique en x et y, la partie 
entière E(x, j^;X) est toujours nulle d'après une propriété générale des noyaux 
symétriques (Hilbert et Schmidt), sur laquelle on reviendra un peu plus loin. 
Mais il n'en est plus de même pour un noyau non symétrique. Prenons, par 
exemple, le noyau 

(ii5) H(a:,^')=2a/sin(i^)sin(«>)-h2^yCOs(ya7)cos[(y -hi)^], 
qui se trouve décomposé en deux noyaux orthogonaux 

i 

E i^f y) =2 ^J ^osijx) cos[(y -h 1)7], 

/■ 

les deux séries 2|«i| et ^l^yl étant convergentes, et les limites de l'intégra- 
tion étant o et 2 7C. 
Le noyau résolvant relatif à ll'(x,y) est égal à 



1 



a/ si II (/j?) sin(i>) 



Quant au jioyau E(x, y) il donne naissance à un noyau résolvant qui est une 
fonction entière de X. En effet, si l'on prend d'abord un nombre fini n de termes 
dans la série E{x, y)^ on vérifie immédiatement (voir n° 6) que la fonction déter- 
minante correspondante D„(X) se réduit à l'unité, car tous les termes situés 

je me suis appuyé dans l'article déjà cité (Bull. Soc. math., t. XXXV, 1907) : 

Si une fonction Sn(a?, y) bornée tend uniformément vers une limite S(a7, y), la fonc- 
tion de Fredholm 3Cn(a?, y\ \) formée avec S„(x, y) tend uniformément vers la fonc- 
tion 3C(a?, /■; \) formée avec S{Xj y)^ et D;,(X) tend vers D(X). 

Voir aassi le Mémoire cité plus haut de M. Lebesgue (Jbid., t. XXXVI, 1908). 
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au-dessous de la diagonale principale dans le déterminant (28) sont nuls, et tous 
les termes de la diagonale principale se réduisent à l'unité. On a donc aussi 

D().) = i. 

Les noyaux E^^^(x^ y)^ E^'^(j7, y), . . . ont pour expressions 

E<*)(x, y) = 7r ^ ôyôy^-, cos(ya7)cos(y-H 2)7, 

7 = 1 

-»- • 

E'») ( j:, 7 ) — TT»^ ôy ôy^-, ôy.,., cos (ya: ) cos (y -h 3 )7, 



La fonction E(j:, j'; X) qui est, en général, une série entière, se réduira donc à 
un polynôme si £(0*, v) ne contient qu'un nombre fini de termes. De même la 
partie méromorphe se réduit à une fonction rationnelle de \ si H\x^ y) ne con- 
tient qu'un nombre fini de termes. 

Considérons encore le noyau 

p -^- 

(116) H(j:,7)=:2a,sin(iJ7)sin(i»-+- ^ a/sin(ij:) cos(i», 

1 = 1 i=/i-i-i 

la série ^1 1 «i | étant convergente. Le noyau 

-♦-• 
E(«J(x, v)= ^ a/sin(i\r)cos(i» 

est orthogonal à lui-même, et le noyau résolvant T{Xsy\ X) se réduit à une fonc- 
tion rationnelle de \ 

^ ^^^ I — 7: a, A ^' 

1=1 

11 est facile de former une infinité d'exemples de ce genre en partant d'un sys- 
tème biorthogonal quelconque 

^1» ^t. ...» ^o ...» 
les fonctions cpi et i(k étant telles qu'on ait 



/ ?itJf)^tU)^ = o pour !>£/:. 
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Au moyen de ces deux suites de fonctions formons une série uniformément 
convergente 

Les termes de cette série peuvent se partager en deux catégories suivant que 
l'intégrale définie 

est différente de zéro ou égale à zéro. En distinguant ces deux sortes de termes 
par une notation différente, nous écrirons le noyau précédent 

H(^, y) =2 ^' ''("^^ +'<-^^ -*"2 ^* f'*^""^ 't'Uy) 
avec les conditions 



Le noyau résolvant correspondant a pour expression 



1=1 I — — *=i 

Ci 



et la partie entière E(ar, y; X) se réduit à son premier terme (*). 

Remarque. — Lorsque le noyau H(x, y) est orthogonal à lui-même ou donne 
naissance à un noyau résolvant T{x^ y\ \) égal à un polynôme en X 

r(j7, y; X) z= ll(x, y) -h X W^\x, ^) -h. . . -h X«-> W^{x, y), 

le point à l'infini est un point ordinaire ou un pôle pour F, et la relation fonda- 
mentale (i3) devient ici 

on en tire d'abord 

Si nous donnons à y une valeur constante j^i , on voit que la fonction 

9(j;) = H<«)(j7, 7,) 

(^) La fonctioD de Fredholm D(X) est alors de genre zéro. 

Fac. de T,, a» S.. X. 12 
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est une solution de Tëquation 

(117) / H(j:, 5)9(5) û?.ç = o 

qui peut être considérée comme un cas limite de Téquation homogène 






en supposant que le pôle c soit rejeté à Tinfini. Les fonctions W"~^^{x^y^)^ 
jj(/i-a)^j;^ ^< ), ... obtenues en donnant à Vx une valeur numérique sont de même 
analogues aux fonctions principales. 

Mais, tandis qu'à un pôle à distance finie de F ne correspond jamais qu'un 
nombre fini de fonctions fondamentales et de fonctions principales, l'exemple (116) 
montre que l'équation (1 17) peut avoir une infinité de solutions distinctes. 

39. On peut encore appliquer le théorème de M. Mittag-Leffler à la fonction 
Y(^x^y\ X) lorsqu'on partant du noyau ]\{x^ y) on arrive par une ou plusieurs 
itérations à un noyau Hf^^(j?,y), développable par la formule (ii4)- Le noyau 
résolvant correspondant Vp{x^ y] X) est alors développable en série par la formule 

(118) r^(^./;X)=2P^'^(i''')-^^/'(^'^5>); 

nous représentons par c/ un pôle quelconque de r(j7, >'; X), par cf le pôle corres- 
pondant de Yp[x^y\ \) et par 9^^^{Tp) la partie principale de Vp dans le domaine 
de ce pôle. 

D'après la formule générale (18), nous avons 

r(j7, r;X) = K(a?,7;X)4-X/'-*r^(^,y;X/')-hXP C K(^, 5; X)rp(5, y; X^) ^5, 

OÙ l'on a posé 

K(a:, y; )0 = H(^, 7) -h X Ht')(j:, 7) -h. . . 4- Xp-« H<i»-»(^, 7). 

On en tire, en divisant les deux membres par Xp"^^ 

r(a^,y;X) _ H(^,r) , H^')(a;,j) . . Wp-^){x,y) 

2 P'" [^p (^, y ; X" )] -H Ep ( X, j. ; X" ) 

b 
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Supposons, pour fixer les idées, qu'à un pôle cf de Tp{x,y] X) corresponde un 

. . . r 

seul {*) pôle Ci de r(x^y\ "k), La partie infinie de ^— ^ dans le domaine du point 
)v = Ci ne peut provenir que de 

P(')(rp) -h X r K(x, s; X) P(') [r^(5, y; Xp)] ^5, 

et, par hypothèse, cette fonction de "k ne devient infinie que pour X = a. D'autre 
part, P^''[r/»(x, J^; "kP)] est une fonction rationnelle de X dans laquelle le degré du 
dénominateur surpasse dep unités le degré du numérateur. Comme X K(;r, s; X) est 
du degré (p — i) en X, on voit que l'expression considérée est nulle pour X infini. 

r 

Elle représente donc la partie principale de ^—^ dans le domaine du pôle c/, et 
nous avons la formule 



i = t 



Ep(.r,y;X'') + X / K{x,s;l)Ep(s,y;lP)ds 



OU 



(119) r(x, y; X) = H(x, y) H- X II(»'(^, y) -h . . . -H X"-» HC-'H*. JK) 

i 

-^IP f K{x, s;'k)^p{s, y;'kP)ds. 

^ a 

La partie méromorphe du second membre 

peut toujours être calculée, si l'on connaît les pôles de F et les fonctions princi- 
pales correspondantes ; il est clair en eflet que la partie principale de 

r(j?,.r;X) 
X/>-» ' 



(^) La conclusion serait la même si le pôle cP de Vp correspondait à plusieurs pôles dis- 
tincts de r. 
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dans le domaine d'un pôle c, peut être calculée dès qu'on connaît la partie prin- 
cipale de T{x,y;'k) dans le domaine de ce pôle. 

Quant à la partie entière, elle dépend à la fois de H(j7,^), W'^^{x,y), ..., 
WP''*^{x,y) et de la partie entière Ep{x^y;'k) de Tp. Si cette partie entière Ey, 
est nulle, la formule (119) se simplifie et il reste 

(120) r(^,/;X) = H(^,7)4-...+ XP-'H</>-»)(^,K)-^Xp-«2P^'^(^^^^^^ 

i 

Cette formule est applicable en particulier à un noyau symétrique H(x,y)y 
pourvu que Fitération conduise à un noyau borné WP^(Xyy) (*). 

Remarque» — Si le noyau résolvant F (t,j^ ; à) peut se mettre sous la forme (i 20), 
il peut être mis sous cette forme d'une infinité de manières. Supposons par 
exemple qu'on ait 

1=1 I 

Ci 

les fonctions (pi, i/i formant un système biorthogonal, et la série du second membre 
étant uniformément convergente. On a dans ce cas 

/ = ! 

et, en général, 

-*" Ci 

i=\ 

Quel que soit le nombre positif/?, le noyau T{x^y]\) peut être représenté par 
la formule (120). 

40. Pour pousser plus loin l'étude de la fonction méromorphe r(j?,y;X), il 
semble nécessaire d'étudier la distribution des pôles, c'est-à-dire des zéros de la 
fonction déterminante D( à), lorsque le noyau ï\{x^y) reste fini. Des deux expres- 
sions de D(X), données par M. Fredholm, on peut déduire aisément quelques 
résultats généraux. 

Si le module de l^{x^y) reste inférieur à M dans le champ d'intégration, le 
module du coefficient de X" dans D(X) est, d'après le théorème de M. Hadamard, 



(>) E. SciiiiiDT, Mathematische Annalen, Bd. LXIII, p. 45o. 
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inférieur à 

n 

î — ' ♦ 

ni 

d'où l'on conclut que le genre de D(À) est au plus égal à 2. 11 serait intéressant 
d'examiner si le genre peut effectivement être égal à 2, mais il est facile de former 
des exemples où il est égal à 1 . 

Soient a = o, 6 = I ; considérons le noyau H(j7,y) défini par les conditions sui- 
vantes :. 

H(a?,^)=i pour 7 = ^, 

H(a?,/)=:o pour v>;r, 
qui correspond à l'équation de Volterra 

<f{x) =/{a:) -hl I 9(5) ds. 

On voit sans peine que D(X) se réduit dans ce cas à e"^. 
Lorsqu'il existe deux nombres positifs À et a tels qu'on ait 



l{{x,y)-H(x,z) 



A, 



M. Fredholm a fait observer que le coefficient de 'k'^ dans D(X) est plus petit que 



ni 



si la fonction R(Xjy) admet une dérivée bornée, on a a = 1, et la fonction D(X) 
est de l'ordre un (*). 

41. M. Fredholm a donné aussi le développement en série entière de log[D(X)]. 
On retrouve ce développement d'une façon très simple par un procédé analogue à 
celui qui a été employé au n° 5 pour vérifier la relation (26). 

Posons, pour abréger, 

Vn= f f '-' f H('^''^''""^'')cix,...dXn, Uo=I, 



b ^b 



At=/ Tl{xxfXx)dxxy At=: / / ÏL(XxyX^)VL(x^yXx)dxxdx 



a *^ a 



(*) Lalbsco, Comptes rendus, 25 novembre 1907. 
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On a donc aussi, d'après la relation (i24)> 

(i25) Dp{l)=e V '^ « " \ 

Il est facile, d'après cela, d'avoir l'expression de Dy,(X) au moyen de D(X). En 

11 1 

effet, remplaçons dans la formule (124) ^ par <»>)<'', co^X'', ..., oyP'kP^ successive- 
ment. Ci) étant une racine primitive de l'équation (ùP= i , En multipliant membre 
à membre les égalités obtenues, il reste 

c'est-à-dire 

(126) Dp(l) = d(x"?) dU).^) . . . DyaiP-'lr)^ 

formule tout à fait analogue à la formule (17), qui exprime r^(^, J^; X) au moyen 
der(a;, 7;X). 

Supposons D(X) du genre deux 

-h m XX" 






la formule (126) nous donne 
et 



1=1 



On voit donc qu'en partant d'un noyau borné H(j7, ^), après deux itérations 
au plus, on arrive à un noyau pour lequel la fonction déterminante est du genre 
zéro. 

On en déduit bien aisément la propriété rappelée plus haut (n" 38) des noyaux 
symétriques. Si H(Xjy) est un noyau symétrique, la suite des noyaux qu'on en 
déduit par itération 

H(«>(^,7), H(»)(a;,y), ..., H<pHx, y), ..., 
est illimitée; on a en effet, d'après la propriété caractéristique de ce noyau. 



H<«H^»^)= / [ïl(x,s)yds, 
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(p — i) k (p — i) des (n — i) variables j?2> ^9i • • •» ^m P élant au moins égal à 2, 

c'est-à-dire 

(/i — i)(ai — 2) . , . {n — />-+-i). 

On a donc la relation 

(121) U„= A,U«__, — (/i — i) A,U„_,4- {n — i)(n — 2)AjU„_,-f- . . . 

-h( — 1)''-^'('^ — i)(n — 2)...(n— />-!- l)ApU„_p-h. . . 

-h(— l)»-*-*(n - l)(/l — 2)...2A„Uo. 

Ecrivons le développement de D(X) 

ce qui revient à poser 

U„=(-i)«/il«„; 

la relation (121) devient 

(122) /ia;,-f- Aia„_|-h A,a„«,-f-. . .-hA;,=:o. 

Si nous posons 

G(X) = Ai-h A,X + . . .4-A«X«-*-+-. .., 

la relation (122) exprime précisément qu'on a 

(123) D'(X) = -D(X)G(X) 

et, par suite, 

(124) D(X) = e*'^ =e ^ ' " ^ 

Cette expression ne difiere que par un changement de notation de la formule 
de M. Fredholm. 

42. Soit DpÇk) la fonction déterminante correspondant au noyau Wp^(x, y)y 
déduit de H(Xjy) par (p — 1) itérations. Si nous posons de même 

il résulte immédiatement de l'expression (10) du noyau WP^{Xy y) qu'on a 

Au =^ Apn* 
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F(X — c) étant une fonction régulière dans le domaine du point X = c, et diffé- 
rente de zéro pour X = c; il faut donc qu'on ait Cjjl= . . . = 0^= o, et de plus 
que C| soit un nombre entier positif, puisque la fonction D(X) est régulière 

pour X = c. La fonction rationnelle , ^ est donc nécessairement de la forme 

D'(X) 



777T-- =a-h Ol-h > ^ 



1=1 



mi étant un nombre entier positif, et l'on a 

6X« 



D(X)=:C/''"*" * fJ(X — C/)'»/. 



1 = 1 



En définitive, pour que Véquation D(X) = o n^ admette qu^un nombre fini de 
racines, il faut et il suffit qu^à partir de Aj, p coefficients consécutifs quel- 
conques de la suite 

^\9 Aj, Aj, •••9 An, •••! 

vérifient une relation de récurrence à coefficients constant» {^). 



(^) Cette condition a été énoncée par M. Lalesco sous une forme équivalente {Comptes 
rendus, décembre 1907). 



u 



THÉORIE DES ÉQUATIONS INTÉGRALES 



ET 



SES APPLICATIONS A LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE, 



Par m. R. MARCOLONGO (*). 



MM. E. et F. Cosserat (^), il y a déjà quelques années, ont montré Timportance 
de certaines équations fonctionnelles dans la théorie des corps élastiques isotropes. 

Les recherches classiques de M. Fredholm (') sur les équations et les systèmes 
d'équations intégrales, qui ont déjà eu de nombreuses applications à la théorie du 
potentiel et à l'analyse, devaient naturellement se rattacher à celles de MM. Cos- 
serat et devaient permettre d'aborder, un peu plus simplement, le problème fonda- 
mental de la théorie de l'élasticité. 

MM. Fredholm (*) et Lauricella (*) ont réduit l'intégration des équations de 



(1) Ce Mémoire est, pour la plus grande partie, la traduction d'une Note que nous avons 
publiée, il y a quelques mois, dans les Rendiconti délia /?. Accademia dei Lincei, 
5* série, t. XVI, i" sem. 1907, p. 742-749« Nous remercions vivement la Rédaction d'avoir 
bien voulu accepter cette nouvelle exposition pour les Annales, 

(*) Sur une application des fonctions potentielles de la théorie de l'élasticité 
{Comptes rendus, t. CXXXIII, 2® sem. 1901, p. -iio-aiS). 

(') Sur une classe d'équations fonctionnelles (Acta math., t. XXVII, 1908, p. 365-390). 
On peut consulter la bibliographie très étendue de cette théorie dans le Mémoire de 
M. Bateman, The Theory of intégral équations {Proceedings of the London mathem. 
Society, a* série, t. IV, 1907, p. 90-115). 

(*) Solution d*un problème fondamental de la théorie de l'élasticité {Arkiv for 
Mathematik, Astronomi och Fysik, ut gif cet af K. Svenska Vetenkapsakademien i 
Stockholm, Band. II, Hafte 3-4, 1905). 

(•) SulV integrazione délie equazioni dell' equilihrio dei corpi elastici isotropi 

(Rend. Ace. Lincei, 5' série, t. XV, 1" sem. 1906, p. 426-432). — Sulla risoluzione dei 

problème!, di Dirichlet col metodo di Fredholm e sull' integrazione délie equazioni 

dell' equilibrio dei solidi elastici indefiniti {Ibid., p. 6r 1-619). — Sul problema derivato 

di Dirichlet, sul problema dell' elettrostatica e sull' integrazione délie equazioni 
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rélasticité, lorsque les déplacements à la frontière sonl connus, à la résolution 
d'un système d'équations intégrales, auquel on peut appliquer la théorie de 
M. Fredholm. Nous allons d'abord exposer cette réduction d'une manière fort 
simple. 

Nous supposerons qu'on ait déjà fait l'élimination des forces de masse, et nous 
allons, par conséquent, considérer les équations suivantes 

(i) A5W-4-X-— rzzo, Ajr-HA'^=o, ^^ivhk—=o; 

ou bien, si l'on fait usage des notations du calcul vectoriel, la seule équation 

(2) (^'-H grad (liv S — rot rotS 1= A,S -h A^grad divS=: o (*). 

S est le déplacement d'un point P du corps t (dont les composantes sont w, i^, (v) ; 

1 2X 

si X est la constante de Poisson. Pour les corps élastiques isotropes on sait qu'on a 

— i<x< -. 
2 

Mais, plus généralement, nous supposerons, dans ce qui suit, que k est un nombre 
réel constant et tel que 

Sous cette hypothèse, si à la frontière t sont données les valeurs des fonctions 
inconnues w, (^, «', le système (i) n'a pas plus d'une solution. 11 suffit, en effet, 
d'observer que si S est une solution régulière de (2) qui s'annule à la frontière, 
on a toujours, dans t, S = o; ce qui résulte immédiatement de l'identité, facile à 
prouver, 

(k-hi) f(d\\S)^dT^ f(TOiSydT=zo. 



deir elasticità {Ibid,, 2* sem. 1906, p. 75-83). — Alcune applicazioni délia teoria délie 
equazionifunzionali alla fisica matematica (Nuovo Cimenta, 5* série, t. XIII, 1907}. — 
Sulla integrazione deir equazione A^V = o (Rend, Ace, Lincei, 5* série, t. XVI, 
a* sem. 1907, p. 373-383). 

(*) Nous suivoas les notations de nos articles, en collaboration avec M. Burali-Forti. 
Per Vunificazione délie notazioni vettoriali (Rendiconti Circolo matematico di 
Palermo, t. XXIII, i*"^ sem. 1907, p. 324-3-28; t. XXIV, 2* sem. 1907, p. 65-8o, 3i8-332; 
l. XXV, i'*^ sem. 1908, p. 352-375). 
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On connaît beaucoup de solutions particulières de (2 ); entre autres celles dont 
ont fait usage Bettl et MM. Somigliana et Cerruti. Si nous posons 

M =: — XrC0S(//l) -7-— -h Wi, 

(3) / 1 / \ '■ , 

,.=-Xrcos(/-«)^^^ -+-,,. 

«. = -Xrcos(/-«)^+«'.. 

où X est une constante à déterminer, r la distance d'un point P de t à un point de 
la frontière cr, n la normale intérieure, et f/|, c,, tV| trois fonctions qui vérifient 
A2= o dans t; on trouve aisément 



dn âa:* \ dx- dx dy dx dz ) ' 



* • • » 



on peut donc prendre, par exemple, 

«,= ^, .,=0, .^.=0, ■>^=-i^-^: 

\ est la constante introduite récemment par M. Korn. 

Soient ç(o'), ^{^)-i y(^) trois fonctions finies et continues des points de la fron- 
tière <J. En ayant égard aux solutions particulières (3), si l'on fait 



(4) 




9((t) 




ôx dy 



et deux formules semblables pour v et iv, nous aurons encore une solution des 
équations (i). 

Considérons d'abord les (4) pour un point i intérieur à <j. 

Soit 

(5) « = u,-hu;-, r = v,-hv;, 
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avec 



■iltj ^ 






I 

U| est le polenlîel d'une double couche dont la densité — ?(<y) est une fonction 

continue sur <j; à la limite, lorsque i sera parvenu en s sur <j, nous aurons, 
comme il est bien connu, 




(6) u„=9(*)+-i- 

Ces relations, où Ton a déjà supposé ©, <{^, y^ continues, ont Heu si la frontière 
satisfait à des conditions très générales. Mais nous supposerons seulement que les 
conditions de M. Liapounoff (* ) soient satisfaites, ou celles moins générales et très 
clairement posées par M. E.-R. Neumann (*). 

L'intégrale du second membre est la valeur de U/ en 5; en d'autres termes, 
r représente maintenant la distance des deux points 5 et <j de la frontière. Cette 
intégrale est convergente; c'est une fonction continue des points de cr, et la fonc- 
tion sous le signe d'intégration, lorsque o* tend vers 5, devient infinie comme -• 

Il suffit de se rappeler que 

,rcos(r/i)l^ I 

^g étant une constante finie et différente de zéro ('). 

Nous allons maintenant étudier la seconde partie des formules (5), c'est-à-dire 
UJ , .... On peut écrire 

'•cos(/-/»)^,9((x)rfcr 



(*) Sur quelques questions qui se rattachent au problème de Dirichlet (Journ. de 
Math,, 5" série, t. IV, 1898, p. aji-Sii). 

(*) Siudien ûber die Methoden von C. Neumann und G, Robin zur Lôsung der 
beiden Randwertaufgaben der Potentialtheorie (Preisschriften, gekrônt u. herausgeg. 
V. deo fUrst. Jablonowki'schen Gesell. z. Leipzig, igoS, p. i~3). 

(») E.-R. Nbumann, loc. cit., p. 5. 
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et 



'•cos(r/»)^j^<j/(ff)rf(x 

Si, en effet, Ç, y|, Ç sont les coordonnées de <j, puisque 

r«=(Ç-x)«+(yî-j)^+(Ç-5)«, 

en développant les dérivations, on prouve que 



rC0S(/-/l)-:— : — I 5( -7- I — I I -7- 

an 



'<'"'5r^ = K9'-] 



• • • • 



Mais pour toute position de /, dans l'espace t et sur la frontière a-, on a 

dn ' ,y dx dy dn 

et alors, d'une manière bien connue (*), on démontre aussitôt la continuité de 
UJ., .... Si donc nous faisons tendre i vers s et nommons n{s)^ ^{^)i ^'(^) '^^ 
limites de £/|, . . . , nous obtiendrons 




(7) «(5) = ?{5)-^ 





X / \r^ ^'7 ._ ^»7 




-^y '•cos(rn)|^^.9(a)+5^.^(a)^^^X(^) 

et deux autres expressions semblables pour v{s) et iv(5). 

Voilà donc un système d'équations intégrales du tjpe de M. Fredholm, car les 
fonctions qui multiplient les inconnues dans l'intégrale deviennent infinies 

comme - si 5 tend vers a. La résolution du système (7) où a (5), s^{s)^ ^^(^) sont 

les déplacements à la frontière, nous fera connaître ©, <j>, ^; et alors les for- 



(*) On peut répéter la démonstration de C. Nbumann, Ueber die Méthode des arith. 
Mittels (Abhandlungen d. math.-phys. Classe der kôn, sàchsischen Gesell, d, Wiss. zu 
Leipzig, Band. XIII, 1887, p. 707-820). 
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mules (4) nous feront connaître w, (^, (v dans tout point de t et le problème sera 
complètement résolu. 

©, ♦}, y sont des fonctions méromorphes de )., si le déterminant de l'équation 
résultante du système (7), traité par la méthode de M. Fredholm, n'est pas iden- 
tiquement égal à zéro. Mais pour X = o, le système (7) se transforme dans l'autre 
plus simple et bien connu 



«(*) = 9(.v)+Jj^y*9(cr)^'rfcr, 



qui a toujours une et une seule solution; car l'équation homogène correspondante 
a la seule solution ©(.v) = o (•). Le déterminant de (7) n'est pas identiquement 
égal à zéro; et le système aura toujours une solution. 

On peut suivre la même méthode pour la résolution du problème extérieur; 
c'est-à-dire pour l'intégration de (i) pour l'espace c extérieur à la surface o*. Il 
suffit de considérer (2) en un point extérieur et ensuite de passer à la limite; 
nous trouverons le système intégral 



(7') „(,)=_<p(,)H--L 







9((t)-+-. . . I t/a 



On sait que le système homogène correspondant admet la solution 

(p = consi., ^}/=: Clins!., x^^^^^^'î 

le déterminant de l'équation résultante est donc identiquement nul; si tous ses 
mineurs jusqu'à l'ordre m étaient aussi nuls, le système admettrait m solutions 
indépendantes pour toute valeur de \ ce qui ne peut pas être, car pour X = o le 
système homogène de (7') a elfectivement une seule solution (^). Appliquons 
maintenant les résultats de la théorie de M. Fredholm. Afin que dans ce cas (7') ait 
une solution, les u{s), ... doivent vérifier une condition. Considérons le systèuïe 
adjoint au système homogène de (7'); soit <I>, V, X sa solution (unique), en 
général dillerente de celle du système (exception faite pour quelques cas particu- 
liers; par exemple le cercle, la sphère). 



(*) C'est le théorème de la constance du moment d'une double couche de M. D.-R. 
Neumann, toc. cit.f p. 5i. Cf, aussi la deuxième Note de M. Fredliolni (4)- 
(') E.-R. Neumann, loc, cif.f p. 5o. 
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La condition qui doit être vérifiée est 



/ [W(C7)0((7) -4-.. .]^(T = 0. 



Si elle n'est pas satisfaite, on suivra la méthode proposée par M. Lauri- 
cella('). 

Si la frontière cr est un plan (problème du sol isotrope ou problème de Boussi- 
nesq-Cerruti ) on obtient tout de suite la solution du système (7). Dans ce cas, en 
effet, si r est la distance de deux points 5 et <t de la frontière, on a 

/• C0S(//l) :=r —— = o 

an 

et, par conséquent. 

Substituons ces valeurs dans (4) et nous aurons les formules de résolution. Si 
la frontière est 2 = 0, et si nous voulons calculer la déformation dans un point 
(xi,^i, 2|) de T en prenant n ^ 5, on a, tout de suite, 

/•cos(/*/i) = 5,, 






udfs 




/•cos(^/^) I -7— . ^Co") -H. . . Xdrs 



__^ (ù^ fuda ô^ rvdtj ô* rwd(j\ 

~~ ^* \dx\ J r ôx^ ôfi J r dx^ dzi J r )^ 

et l'on obtient les formules élégantes de M. Cerruti (*). Dans ce cas les déplace- 
ments sont des fonctions linéaires de X. 

Si donc on veut satisfaire au problème par une série entière en X, suivant la 



(') Rend, Ace. Lincei, 5« série, t. XV, i" sem. 1906, p. 611-619. M. Lauricella a aussi 
traité élégamment le cas oix k = — i {Ibid., t. XVI, 1907, p. 373-383). 

(') Une chose tout à fait semblable arrive lorsqu'on veut résoudre par la méthode de 
Fredholm le problème (intérieur ou extérieur) de Dirichlet pour le cercle. Dans ce cas 
Tapplication des formules de Fredholm fait trouver rapidement et élégamment une formule 
bien connue. 

Fac. de T,, 2* S., IX. l4 
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méthode proposée par M. Korn (•), on peut prévoir, comme Cesàro (^) avait déjà 
observé, que la série se réduira à un nombre fini de termes; voilà donc une autre 
manière rapide et élégante pour résoudre le problème de Boussinesq-Cerruti. 
Dans le cas où, à la frontière, les tensions sont connues, Cesàro développe suivant 

les puissances entières de i — -r = — ^ — , et l'on obtient encore deux termes; la 

même méthode est applicable non seulement dans les autres cas (problèmes 
alternes), mais encore dans celui de la sphère. 
Soit, en effet. 



nous supposerons que £/o, Vqi ^o soient des fonctions harmoniques à l'intérieur de 
la sphère et qu'à la frontière prennent des valeurs données u(s), ^(^)i ^(*)» ®^ 
que Utj i^i, (V|, £/2, . .. (biharmoniques à l'intérieur de la sphère) soient nulles à 
la surface. Si nous substituons (8) dans (i) et observons que 






on voit que les fonctions biharmoniques <</, . . . satisfont aux équations 

(a a à9i 

(9) )A.i.,^,~A,i/,4-2^=o, 



pour f = o, I, 2, ...; 0| étant la dilatation correspondante au déplace- 
ment (ui, (^1, (^i). Posons 

(!o) i//=(p«— a»)-^, .. , 

(fi est une fonction inconnue, a le rayon de la sphère, p la distance d'un point au 
centre; on trouve aussitôt 

(II) 



^»"'+'=='dI' 



(») Comptes rendus, t. GXLII, i*' scm. 1906, p. 334-336. — Sitzungsber. d. mathem,- 
phys, Klasse der kôn. hay. Akad. d, Wiss, zu MUnchen, Band XXXVI, p. 37-80. — Sur 
les équations de l'élasticité {Annales scientifiques de l'École Norm. super,, 3* série, 
t. XXIV, 1907, p. 9-75). 

(*) Sul problema dei suoli elastici (Rend, R. Ace* di Scienze fisiche e mat, di Napoli, 
3* série, t. XII, 1906, p. 199-206). 
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On en déduit d'abord, en faisant î=o dans (9) et (10), que 

9o = — ^o> 
et ensuite 

et, par dérivation. 



^dp\dx) 2 âx 1 dx 



Cette équation s'intègre facilement; on trouve 



= -P ^ 
dx 2 ^ 



r^*ê*. 



Il suffira donc de connaître ^o = — ^o j mais on peut trouver Uoi ('o» (^o par la 
formule bien connue pour la solution du problème de Oirichlet pour la sphère ; 
on connaîtra aussi Oo- Si l'on fait 






on a successivement 



dx 









Mais, en intégrant par parties, on trouve 

P X 



/VMg..=r'(B.i('5^.ïffjf5?....) 



8~X 

= -2p 

et enfin 



\ (^a? dx dx " ' J* 



«-«,=-(p'-««)-p ' y p ' -^jrfp. 



on obtient donc les formules de M. Almansi. 



(') Voir ma Deoria matematica dello equilibrio dei cor pi elastici, p. 26^-287. 
Milano, 1904. 
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Nous démontrerons maintenant quelques-uns des théorèmes de MM. Gos- 
serat (*). 

Soit Â| un pôle d'ordre m des solutions ©, 'i, -/^ de (7) et posons 

Si nous substituons ces valeurs dans (7), et si, après avoir multiplié par 
Çk — X|)'", nous faisons X = ).|, nous aurons 



= ^1(5) 



■kJ '"^^"^ik^^^'-T^j '•C0S(/-«)[^«.(<7) + ...Jc/., 



c'est-à-dire que (f/|, (^1, (V|) est une solution fondamentale {autofonction) des 
équations (i) |)our A = X,, différente de zéro et qui s'annule à la frontière. Deux 
solutions fondamentales satisfont à une relation d'orthogonalité. Soient, en effet, 
A*!, ^2 les valeurs de k correspondant à X< et X2; on a immédiatement 

/ ( //j A, Ml -4- . . . ) ^T = /Tj / 0, 02 chy 

j {ui ii^Uf-^ . . .) dr z= k^ f ô, 0, dz. 

D'après le théorème de Green, les deux premières intégrales sont égales; 
pour ki^k^t on a donc 

Te, e, dz = o. 

C'est la relation cherchée; on en déduit, par une méthode bien connue, que les 
valeurs de k et, par conséquent, celles de X sont réelles. 
On peut encore observer que 

/ (wj A, «t -+-... )^T=i:X:j I 9\dT = — I [(gradwj )*-+-.. .]dr; 
k% est donc négatif. On a encore 



j ax oy j dy ox 



(<) Sur la solution des équations de V élasticité, dans le cas oà les valeurs des 
inconnues à la frontière sont données (Comptes rendus, t. GXXXIII, a* sem. igoi, 
p. 145-147)- 
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et 

(S| est le déplacement dont les composantes sont ^i, c^i, iv^). Donc 

|Ar,|>i. 
Les valeurs absolues des pôles X| sont aussi comprises entre i et 00. 

n est bien connu qu'une classe très étendue d'équations intégrales a la propriété 
d'avoir les valeurs exceptionnelles (ou aulovaleurs suivant une dénomination 
récemment proposée) réelles. En effet, M. Hilbert (*) a montré que cela a lieu si 
le noyau {Kern) de l'équation intégrale est une fonction symétrique en x et y. 
Nous voulons faire, en terminant, quelques remarques sur ce sujet. 

L'équation intégrale que nous envisagerons a la forme 

(12) 9(:c)-+-x / /(^, r)9(7)^/ =+(y); 

elle a les deux résolvantes identiques 

{'3) K(a:,/)-f.xjK(^,0/(^y)^=/(^,r), 

(14) K(^,7)H-Xy/(a7,^)K(?,/)t/Ç = /(^,r). 

Si \ n'est pas auto valeur, on sait que 

D(X) est le déterminant de (12) et la fonction /(x, y) est finie et intégrablc. 

On fait voir d'abord que les racines de D(X) = o sont les pôles de K ; si, en 
effet, Xj est une racine multiple d'ordre y -f- 1 , en se rappelant la relation 



»'(^)=^=/«(^ O''"' 



(*) Grund*ûge einer allg. Théorie der linearen Integralgleichungen, Erste Milt. 
(Nachrichten d. k, Gesell, d. Wiss. zu Gôttingen, 1904, Heft I, p. 63). 
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on déduit que DIX | est divisible pour (X — X|)^ et que D| X 1 est divi- 
sible pour (X — X.| )*", avec m^q. 

Les pôles sont réels, d'après M. Hilbert. MM. Stekloff et Picard (*), appliquant 
une méthode très usitée en Physique mathématique, ont donné des démonstra- 
tions bien simples de ce théorème. M. Plemelj {^) ensuite a démontré que les pôles 
de K sont simples; sa démonstration est fondée sur les propriétés des fonctions 
potentielles. On peut la simplifier comme il suit. D'après (i3) et (i5), on a 

Différcnlions par rapport à X et faisons X = X| (Xi ^ o) ; on trouvera 



(i6) D(X. ")+X,yD^X, J;)/(Ç,y)rf/ = o, 



D'/x, ''\+l,fw(^, 'l)/aO-)dy+fl>U, ^\/a,y)dy = o. 



et, par combinaison de ces dernières, 



(17) dYx, ^^+X,/'|)'^X, ''\/(l,y)dy=-±B(h ""X 

Si nous multiplions (16) par DM X, | dy^ (17) par D| X| | ûfy' et si nous 
intégrons, on a 

et, puisque le premier membre est nul (il suffît d'intervertir les intégrations), on 



(1) W. Stekloff, Théorie générale des /onctions Jondamentales {Annales de la Fa- 
culté des Sciences de VUniversité de Toulouse, 1* série, t. VI, 1904, p. 35i-475). — E. 
Picard, Sur quelques applications de l'équation fonctionnelle de M. Fredholm {Rend, 
Cire, matent, di Palermo, t. XXII, 1906, p. 241**259). 

(S) Zur Théorie der Fredholmschen Funktionalgleichung {Monatshefte fur Math, 
u, Physik, Jahrgang XV, 1904, p. 93-128). 
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déduit 

mais alors la relation (17) a la même forme que (16); un raisonnement tout à fait 
semblable nous permettra de démontrer que D' | X, | = o et ainsi de suite 

jusqu'à la dérivée d'ordre q — 1 ; par conséquent, D ( X j est divisible pour 
(X — X|)^; le théorème est prouvé. Mais on a 



?(^) = i^(^) — X rK(a:, y) ^{y) dy; 



on pourra en conclure que îp(^), fonction méromorphe de X, a ses pôles réels et 
simples (•). 

On peut aussi trouver la forme du résidu de K correspondant au pôle X|. Si 

K(^,r) = ^l^ + P(X-X.), 
et si, après substitution dans (i3), on fait X = X|, on trouve 



Or si, pour X = X|, D et ses mineurs jusqu'à l'ordre n sont nuls, cette équa- 
tion intégrale homogène, pour une valeur fixée de j;, a /i solutions linéairement 
indépendantes ^1 (y), . . ., \n{y) î et l'on peut prendre 

Si l'on avait employé l'équation (14)7 nous aurions trouvé 

+/.(y)[?»(^)-HXtj7(^,09„(Oé/^]=o; 



(^) T. B0G6IO, Un théorème sur les équations intégrales (Comptes rendus, t. GXLV, 
1* semestre 1907, p. 619-622). 
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les ^1, ^29 ' • •) ?// sont les solutions indépendantes de 



9{^)'¥\ff{x,l)^{l)dl = o, 



qui est l'équation adjointe de 



^{y)-^\ffa.y)m)dl=^o. 



Le cas où/ n'est pas symétrique et où X| est un pôle d'ordre supérieur à i peut 
être traité de la même manière et a été envisagé par M. Plemelj. 

Les mêmes observations peuvent se faire pour les systèmes d'équations. 



LA 



THÉORIE GÉNÉRALE DE GALOIS, 



Par m. t. LALESCO. 



1. Le présent Travail est un exposé de la théorie générale de Galois pour les 
équations algébriques, en prenant pour point de départ la propriété fondamentale 
du groupe de Galois de caractériser le domaine de rationalité d'une équation 
algébrique. Une démonstration, à ce point de vue, du théorème de Galois a été 
donnée pour la première fois par J. Sorderberg (•). MM. J. Drach (^) et Vessiot 
ont approfondi cette manière d'envisager la question, en mettant en évidence le 
rôle joué par les relations auxiliaires qui existent entre les racines d'une équation. 
M. Vessiot (') a introduit ainsi la notion des systèmes automorphes et en a déduit 
une démonstration du théorème de Galois, qu'il a étendu ensuite aux équations 
difTérentielles linéaires. 

Ce point de vue est certainement plus logique; la méthode de Galois, qui est une 
méthode de découverte, donne une importance particulière aux résolvantes appelées 
aujourd'hui les résolvantes de Galois; or ces résolvantes ne se distinguent des 
autres résolvantes totales que par une propriété qui les rend plus accessibles mais 
nullement plus importantes, de sorte que lorsqu'on approfondit la structure d'un 
corps algébrique, on est obligé de faire un détour pour arriver à l'idée fondamen- 
table du cycle des résolvantes. 

Dans la méthode directe que nous suivons, un point important est de trouver 
une démonstration simple du théorème de Galois ; celle qui est donnée dans ce 
Mémoire découle simplement du théorème fondamental des fonctions symé- 
triques et de celui de Lagrange, le caractère de relativité du groupe de Galois 
apparaissant clairement de la définition elle-même. L'analyse détaillée de la 
structure du corps algébrique nous conduit ensuite avec une grande simplicité 
à tous les résultats de la théorie générale de Galois; on remarquera une démon- 
stration intuitive du théorème de Kronecker sur la possibilité de réduction d'un 
groupe de Galois. 



(V) Acta mathematîca, 1888, p. 297. 

(') E. BoREL et J. DaACH, Introduction à la théorie des nombres, 

(') Annales de l'École Normale supérieure, 1904, p. i-85. 

Fac. de T,, a- S., X. 1 5 
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2. Au commencemenl je vais rappeler quelques propositions élémentaires de la 
théorie des groupes et plus précisément les théorèmes de Cauchy et Lagrange, 
simplement pour fixer le langage dans ce qui va suivre. 

Étant donnés un groupe P de degré j) et un de ses sous-groupes Q de degré 
q{p = rq)j et si Ton désigne par Si, S^, . .., S^ les permutations du sous-groupe Q, 
les permutations de P peuvent être rangées dans un Tahleau de la forme 

&i 1 1 ^j II • • • ^</ II» 
oi I j ^j 1 1 • • • ^t/ 1 î» 

• ••• •••• ••• ••••^ 

^1 ■ r ^1 ' r • • • ^7 ' r» 

T|, Ta, . . ., Tr étant des permutations convenables de Pqui ne se trouvent pas en (^. 

J'appellerai ce Tableau, le Tableau de P relatif à Q. 

On peut présenter le théorème de Lagrange de la manière suivante : 

Les notations ci-dessus étant conservées, supposons que P contient des permu- 
tations de n lettres: Xt, X2, ..., x,,^ et appelons les fonctions des n lettres qui 
permettent ( * ) ce groupe de permutations, les quantités données. Supposons à pré- 
sent qu'il existe une fonction ^(0:1,0:2, . . ., x„)i\ni permet les permutations de Q et 
qui prend la même valeur ou des valeurs dilférentes pour les permutations du 
groupe P suivant que ces permutations appartiennent à une même ligne ou à 
des lignes différentes du Tableau de P relatif à Q; désignons par Çi, ç^. ..., ©r 
les r valeurs différentes ainsi obtenues. On appelle une telle fonction, une fonc- 
tion du sous-groupe Q relatif à P ou appartenant à Q. 

Relativement à ces fonctions on a les deux propositions suivantes : 

« 

I® (Théorème de Lagrange.) Une fonction qui permet les permutations du 
souS'groupe Q (mais qui peut en permettre encore d'autres) est une fonction 
donnée dhtne fonction quelconque appartenant à ce sous-groupe; 

2® Deux fonctions d^un sous- groupe Q relatives à P sont des fonctions 
données l^une de l^autre. 

Ces deux théorèmes peuvent être lus, une fois pour toutes, sur la formule 
où 

*(7) = ( V - ?l ) (^ — ?î) . . . ( V — Or), 

(>) Cela veut dire qu*elles ne changent pas deva/eursi ou leur applique ces permutations. 
Dans ce qui suit, il s*agira, pour fi\er les idées, de la va/^ur arcV/^me^i^ue des expressions, 
c'est-à-dire les lettres rri, rrt> •••1 ^n représentent des nombres bien déterminés; mais tous 
les raisonnements s'appliquent aussi au cas général d'un nombre quelconque de paramètres. 
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et *}i, 'la, . . ., ^r désignent les valeurs toutes différentes oti non d'une fonction qui 
permet aussi les permutations de Q. Il suffit de remarquer que F(y) permet les 
permutations de P en se rappelant qu'elles forment un groupe et que <ï>'(o/) ^ o 
d'après la définition de o. 

LE CROUPE DE lV.QUATION. 

3. Partons d'une équation 
qui soit irréductible ou non dans le domaine 

et dont les racines soient ^i, x-^j . .., x». 

Le domaine D(ao, ûTi, «2? • • •» ^//) est l'ensemble de toutes les fonctions ration- 
nelles des coefficients de IVquation, c'est-à-dire de toutes les fonctions qui dé- 
rivent des coefficients à l'aide des quatre opérations fondamentales. On Tappelle 
le domaine de rationalité de Téquation. 

Considérons à présent l'ensemble de toutes les fonctions rationnelles des ra- 
cines OTi, Xs, . . ., ^T/i de l'équation. Cet ensemble contiendra aussi toutes les fonc- 
tions symétriques fondamentales, par conséquent aussi le domaine de rationalité 
de l'équation; j'appellerai cet ensemble le corps de Inéquation. 

Cela posé, considérons toutes les grandeurs du corps qui font partie du domaine 
de rationalité de l'équation. J'appellerai ces grandeurs les quantités connues du 
corps. Nous savons qu'on en trouve toujours, par exemple les fonctions symétriques 
fondamentales. Mais, par suite de la nature particulière de l'équation considérée, 
il peut se faire qu'on en puisse trouver encore d'autres. Supposons par eiLemple 
qu'entre les racines de notre équation, il existe la relation 6x1X2= 3x/,-f-X3. 

Il est évident que, dans ce cas, la fonction 



ô Xff -+- .T3 
X \ »Z*j 



^b 



sera ^ussi une quantité connue, et ainsi de suite. 

Cela posé, prenons l'ensemble de toutes les permutations qui laissent invariables 
les valeurs de toutes ces quantités connues. 

Il coïnciderst avec le groupe symétrique^ que nous désignons dorénavant par P, 
si entre les racines de l'équation il n'existe aucune relation à coefficients appar- 
tenant à D; il peut aussi sa réduire à la substitution identique. 

Cet ensemble forme un groupe, Eji effet appliquons une quelconque de ses 
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permutations. Une quantité connue se transforme dans une autre quantité connue 
puisque sa valeur n'a pas changé; donc en appliquant une permutation de l'en- 
semble, les quantités ne font que s'échanger entre elles. Il suit de là que le produit 
des deux permutations laissera aussi invariables les valeurs des quantités connues; 
il appartiendra donc aussi à l'ensemble, ce qui démontre la proposition. 

Appelons Q ce groupe; il contient toutes les permutations qui n'altèrent pas 
les valeurs des quantités connues. 

Toute autre permutation de P altère la valeur d'une, au moins, des quantités 
connues. 

On appelle ce groupe le groupe de Galois de l'équation donnée. 

Nous allons démontrer à présent que ce groupe est encore plus intimement lié 
aux quantités connues dans ce sens que non seulement les valeurs des quantités 
connues restent inaltérées aux permutations du groupe de Galois, mais qu'en outre 
ce sont les seules; autrement dit, si l'on trouve qu'une grandeur du corps 
permet les permutations du groupe Q, on peut affirmer que c'est une quantité 
connue. 

Nous allons démontrer cette proposition fondamentale connue sous le nom 
de théorème de Galois, en remarquant simplement que l'on peut déterminer une 
quantité connue du corps qui soit une fonction du groupe Q relatif au groupe 
symétrique P. 

En effet, parmi les quantités connues du corps, il j en a au moins une qui change 
de valeur si on lui applique la permutation T^ de la seconde ligne du Tableau de P 
relatif à Q ; autrement, cette permutation laisserait aussi inaltérées les valeurs de 
toutes les quantités connues, ce qui est contre l'hypothèse que Q contient toutes 
les permutations de cette catégorie. Appliquons à cette quantité les permutations 
de Q; nous obtiendrons ainsi ^ expressions différentes ou non, mais dont la valeur 
est la même, puisque nous avons à faire avec une quantité connue. Or la valeur 
de ces expressions ne reste pas la même si on leur applique la permutation T2, 
puisque, par exemple, la quantité primitive prend sûrement une autre valeur; donc 
on peut trouver une fonction symétrique A de ces expressions, qui elle-même 
change de valeur si on lui applique la permutation T2 (*). Cette quantité, par 
suite de sa symétrie, prendra donc la même valeur pour les permutations d'une 
même ligne du Tableau, et changera sûrement de valeur pour les permutations de 
la seconde ligne. 

Le même raisonnement s'applique pour chaque ligne ; on peut donc trouver des 



(1) En effet, si toutes les fonctions symétriques fondamentales de ces expressions restaient 
inaltérées par la subsiituiion T^, ces expressions ne pourraient que s'échanger entre elles, 
et par conséquent garder la même valeur; or nous savons qu'il y en a une au moins, la pre- 
mière choisie, qui change sûrement de valeur» 
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quantités connues du corps A|, A2, .-., Ar telles que si Ton applique les permu- 
tations d'une ligne du Tableau, l'une au moins de ces grandeurs change de valeur, 
chacune d'elles prenant la même valeur pour toutes les permutations d'une même 
ligne. L'expression w= W| A| + W2A2 + . . .-i- WrA^, dans laquelle Wi, W2? •••? "r 
désignent des paramètres, ne prend donc des valeurs identiquement égales pour 
deux permutations appartenant à des lignes différentes. Dès lors, on peut déter- 
miner d'une infinité de manières les paramètres M|, W2, . . ., Wr dans le domaine D, 
de manière que les valeurs mêmes soient différentes; ce qui montre simplement 
que la fonction u est, d'après la définition, une fonction du groupe Q relatif 
à P. 

Le théorème de Lagrange répond à présent immmédiatement à la question. 
Observons d'abord que, d'après le théorème fondamental des fonctions symétriques, 
toutes les fonctions données du groupe symétrique P sont les fonctions rationnelles 
deaoj «I» • • •? ^/i« Prenons maintenant une fonction qui admette les permutations 
de Q; d'après le théorème de Lagrange elle sera une fonction donnée (avec des 
coefficients rationnels en a^^ ai, ..., an) d'une fonction quelconque appartenant 
à Q. Mais nous venons de trouver parmi les quantités connues une telle fonction. 
Donc notre fonction sera une fonction rationnelle d'une quantité connue, c'est- 
à-dire aussi une quantité connue. c. q. f. d. 

4. La notion du groupe de Galois est essentiellement relative; sa définition et 
le théorème de Galois montrent qu'elle naît de la considération du domaine des 
quantités connues D (a©, ««,•••> ^n) qu'elle caractérise. Si l'on élargit le domaine 
des quantités connues, si nous avons le moyen de connaître d'autres fonctions des 
racines, d'autres grandeurs du corps qui n'appartiennent nécessairement à D, et si 
l'on considère comme connu, outre l'ensemble D, l'ensemble plus élargi qui con- 
tient aussi ces quantités, il est clair que le groupe des permutations qui laisseront 
inaltérées les valeurs de toutes ces grandeurs, sera un sous-groupe de Q, car elles 
doivent d'abord appartenir à Q, puisque dans notre nouveau domaine se trouve 
aussi le domaine D, et d'autre part toutes les permutations de Q ne peuvent pas 
appartenir au nouveau groupe, car il y en aura certainement qui changeront les 
nouvelles grandeurs introduites comme connues. 

On peut remarquer que la définition et la démonstration du théorème de Galois 
s'appliquent mot à mot, quel que soit le domaine des quantités connues, pourvu 
qu'il dérive d'un nombre quelconque de grandeurs du corps, à l'aide des quatre 
opérations fondamentales et avec des coefficients appartenant à D. 

Par rapport à ce domaine, le nouveau sous-groupe jouira donc des mêmes pro- 
priétés que le groupe de Galois par rapport au domaine de rationalité, et c'est 
dans ce sens, que l'on doit comprendre la locution si souvent employée: «Le 
groupe de Galois se réduit à un de ses sous-groupes » ; cela veut dire simplement 
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que par rapport au nouveau domaine connu, le nMe et les propriétés du groupe de 
(lalois appartiennent maintenant à son sous-groupe. 



l'étude du corps. 



o. Prenons une grandeur du corps qui ne soit pas connue. Celle grandeur peut 
ne permettre aucune permutation du groupe Q; on a un tel exemple dans l'ex- 
jïression linéaire «i jti -h «2^2 4-' • •+ «^«-^/i pour des valeurs convenablement 
choisies des u. On peut dire que cette grandeur appartient à la substitution iden- 
tique (relatif à Q, ce que l'on sous-entendra dorénavant), et on Tappellc un élé- 
ment primitif Aw corps. 

Mais il peut se faire que la fonction ©(^i, wCa, ..., Xn) considérée permette 
quelques permutations de Q. Ces permutations forment un groupe Qt ('). Si 
nous nous imaginons le Tableau de Q relatif à Q^, la fonction o change de valeur 
si nous lui appliquons des permu talions qui ne se irouvent pas dans la première 
ligne : elle prend la même valeur pour les permutations d'une même ligne et des 
valeurs différentes pour des permutations de lignes différentes ('). C'est donc une 
fonction du sous-groupe Q|. Soient 0|, ©a, . . ., 'fr h-s r valeurs différentes ainsi 
obtenues qui s'appellent des éléments conjugués. 

L'équation 

*( j) = (j^ — ?I ) (/ — 9i) • • • (y - ?r) = o 

est une équation dont les coefficients appartiennent à D(«7oï ^i? •••> ^«) parce 
qu'elle admet les permutations de Q quel que soit y; elle y est de plus irréduc- 
tible puisqu'un produit d'un nombre moindre de facteurs ne reste pas identiquement 
égal à lui-même pour toutes les permutations de Q, c'est-à-dire n'est pas une 
quantité connue. 

Les fonctions ©2, . • ., (pr appartiennent aussi à des sous-groupes de Q; pour les 
trouver observons, par exemple, pour la fonction ©2? qu'on a 

?« = ?.(S,T0 = ?i(S,T,)=... = 9.(S,,T0. 

Si donc U désigne une permutation qui transforme une permutation de la 
forme SaT2 en une autre de la forme S/T2, nous aurons 

S,T,=rS^T,U, 

d'où l'on tire 



(1) Cela résulte, comme c'est bien connu, très simplement des propriétés du groupe de 
Galois. 
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Toutes les permutations de la forme T^* S<.T2 (e = i , 2, . . ., r) laissent évidem- 
ment invariable la fonction '^2 et, d'après ce que nous venons de voir, elle seule- 
ment. Elles forment donc un groupe et c'est à ce groupe qu'appartient donc la 
fonction ^2* En répétant le même raisonnement pour toutes les fonctions o, nous 
obtenons /• sous-groupes de Q de même degré, qui peuvent être représentés sym- 
boliquement sous la forme Tj'STi, T^'Sïo, ..., T^* ST/, et qui s'appellent des 
SOUS' groupes conjugués, 

6. Cela posé, on peut faire la remarque suivante : 

Chaque grandeur du corps permet la permutation identique; donc, d'après le 
théorème de Lagrange, chaque grandeur du corps s'exprime rationnellement 
à Vaide d'un élément primitif , 

Mais, d'autre part, toutes les valeurs conjuguées d'un élément primitif sont évi- 
demment des grandeurs du corps et aussi primitifs; donc, l'équation irréductible 
que satisfait l'élément primitif jouit de la propriété que toutes ses racines s'ex- 
priment rationnellement en fonction de l'une quelconque d'entre elles. C'est donc 
une équation normale. On appelle ces équations les résolvantes de Galois de 
V équation, ou de son corps; la dernière désignation est préférable comme ou 
verra parla suite. Leur degré N est égal au degré du groupe de Galois; on appelle, 
pour cette raison, l'élément important N le degré du corps et du groupe, 

7. Considérons maintenant la fonction quelconque du corps ^{xi^x-it . . ., ^«) ; 
nous avons vu qu'elle satisfait à une équation irréductible ^{y) = o dont les 
autres racines cp2, • • •) <pr sont ses éléments conjugués, et que ces fonctions sont les 
fonctions de r sous-groupes conjugués de degré q : Q^, Q2, ..., Qr. Il peut 
arriver deux cas : 

a. Tous ces différents groupes peuvent n'avoir aucune permutation commune. 
Si nous considérons donc l'expression u = W| cpi -h ^2^2-*- • • • -H Wrfo cette ex- 
pression ne restera identiquement égale à elle-même pour aucune permutation 
de Q, car une telle permutation se trouvant en un Q,-, ne peut pas se trouver à la 
fois dans tous les Q, d'après Thypothèse. On en conclut que c'est un élément pri- 
mitif du corps. On a donc ce résultat remarquable : 

V équation <^(^y)-=z o aie même corps que V équation F(x) = o. 

Lés racines de l'une sont fonctions rationnelles de l'autre et inversement. Nous 
appellerons de telles équations comme F(a?) = o, <ï>(y)=:o, par rapport au 
corps, ses résolvantes totales. En particulier, les résolvantes de Galois sont aussi 
des résolvantes totales, mais avec une propriété de plus, elles sont aussi normales. 

p. Les sous-groupes Qi, Q2, . . ., Qr peuvent avoir un certain nombre de per- 
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mutations communes; cet ensemble forme un groupe I commun et on l'appelle 
ordinairement le plus grand commun diviseur des Q/. Dans ce cas, l'expres- 
sion tt = M,o, -+- Us 9] + . . .-i- UgOg permettra les permutations de I et, pour des 
valeurs convenablement choisies des paramètres, seulement celles-là ; c'est donc 
une fonction de I et, d'après le théorème de Lagrange, c'est un élément primitif 
du corps D(9|, :?29 --m ?r)- L'équation irréductible à laquelle satisfait u sera de 
degré i, i étant l'indice de I et sera naturellement une résolvante de Galois du 
corps D(9|, ^29 • • -9 ?r)- Nous trouvons donc ce résultat : 

Si les sous-groupes Qi, Qj, . . ., Qr ont un sous-gi'oupe commun I, le corps 
D(9|, Oj, . . ., Or) est une partie seulement du corps D(j:i, Xj, . . ., x^,) e£ son 
degré est égal à l'indice i de l. 

Nous désignerons cette circonstance en disant que le corps a un sous corps et 
nous appellerons les équations ^(y)z=o dans ce cas, des résolvantes partielles 
du corps. La connaissance des racines d'une résolvante partielle ne fait donc con- 
naître qu'un sous-corps du corps. 

8. Une propriété remarquable des résolvantes concerne la relation qui existe 
entre leurs groupes et peut être établie de la manière suivante : 

Chaque élément d'un corps d'une équation, comme tout nombre algébrique, 
satisfait à une seule équation irréductible. Par conséquent, les autres racines de 
l'équation irréductible à laquelle satisfait un élément du corps sont ses éléments 
conjugués. Si l'élément est primitif et si Ton connaît les autres racines de son 
équation irréductible, les permutations à l'aide desquelles on passera à celles-ci 
seront donc les permutations du groupe de Galois de Téquation dont les racines 
ont engendré le corps en question. On a ainsi un mojen pratique de trouver ces 
permutations. 

Ainsi, par exemple, si l'on considère une résolvante totale du corps, nous avons 
trouvé comme élément primitif de son corps l'expression ii=ii|9| H-Wi^i-+- ...-hm^^, 
et l'on obtient ses valeurs conjuguées en appliquant aux :Ci les permutations du 
groupe de Galois de l'équation F(x) = o. A chaque permutation des X/ corres- 
pond une permutation des s/ et ce sont ces permutations qui constitueront, d'après 
ce que nous venons de voir, le groupe de la résolvante totale considérée. 

Donc les résolvantes totcdes d'un corps ont leurs groupes de Galois iso- 
morphes et tous ces groupes découlent simplement de l'un quelconque d'entre 
eux. 

En particulier, le groupe d'une résolvante de Galois, dont les racines sont 5,, 

h^y ..., 65, se composera des substitutions (^1^1), (^1^2)7 (^i^a)* (^•^.%)« ^^ 

c'est en prenant pour point de départ ce groupe particulier que, Galois le premier, 
et après lai tous les auteurs ont présenté cette théorie. 
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Pour le cas d'une résolvante partielle, le même raisonnement nous permet 
d'énoncer que son groupe est de degré i et est formé par les permutations que 
subissent ses racines si Ton applique dans leurs expressions toutes les N permuta- 
tions du groupe de la résolvante totale qui a engendré le corps. 

On peut donc résumer les résultats trouvés en analysant la structure d'un corps 
dans l'énoncé suivant : 

Toutes les grandeurs du corps de degré N d*une équation satisfont à des 
résolvantes totales ou partielles dont le degré est N ou un diviseur de N. Les 
résolvantes de degré N sont totales et normales. 

U équation algébrique considérée n'est qu^un anneau d'une chaîne d'équa- 
tions qui sont les résolvantes de son corps et entre lesquelles se trouve établi 
le plus intime lien, traduit dans la liaison de leurs groupes : si l'on connaît 
les racines d'une/ résolvante totale, les racines de toutes les autres s'en dédui- 
sent rationnellement et les groupes de Galois des autres équations sont for- 
més par les permutations subies par leurs racines, si l'on applique dans leurs 
expressions rationnelles les permutations du groupe de Galois de l'équation 
connue. Les groupes des résolvantes totales sont, en particulier, isomorphes. 

9. La connaissance des racines d'une résolvante partielle ne résout pas complè- 
tement le problème de la résolution de l'équation primitive, parce qu'elle fait con- 
naître seulement un sous-corps au lieu du corps tout entier. Mais, dans ce cas, on 
a du moins une simplification du problème. En effet, l'ensemble des quantités 
connues sera, à présent, le sous-corps D(oi, ©2? . . .? fr)? et le groupe de l'équa- 
tion se réduit au sous-groupe I, puisque ses permutations^ et elles seulement 
laissent invariables les quantités connues ; le groupe I sera donc le groupe de 
Galois par rapport au nouveau domaine connu D(o4, cp2) . . ., <pr); si v désigne le 
nombre des permutations que contient I, le nouveau corps sera donc seulement de 
degré v et ses résolvantes de Galois, en particulier, des équations normales de 
degré v < N. 

10. La présence d'une résolvante partielle dans le cycle des résolvantes d'un 
corps réduit son étude à celle de deux corps de degré moindre i et v (N = i v). Il 
est donc utile de savoir quand cette circonstance se présente. Observons pour 
cela (nous conservons toujours les notations du n° 7) que les sous-groupes conju- 
gués de I sont tous identiques à I, puisque les autres valeurs conjuguées de la 
fonction u du groupe I sont des fonctions rationnelles de u^ u étant un élément 
primitif du sous-corps. 

Réciproquement, supposons que le groupe Q ait un sous-groupe invariant d'in- 
dice i\ une fonction u appartenant à ce sous-groupe satisfait à une équation irré^ 
Fac. de T., a- S., X. l6 
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ductible de degré /, dont les racines appartiennent au même groupe, puisque I 
coïncide avec les groupes conjugués. Donc, d'après le théorème de Lagrangé elles 
peuvent toutes s'exprimer rationnellement en fonction de l'une d'entre elles, ce 
qui nous prouve que l'équation est normale et que, par conséquent, le corps a un 
sous-corps de degré /. 

Donc, la condition nécessaire et suffisante qu^un corps ait un sous-corps, 
c^est que son groupe admette un sous-groupe invariant. 

Il est clair que dans ce cas toutes les résolvantes de ce sous-corps seront natu- 
rellement des résolvantes partielles du corps. 



LE THÉORÈME DE KRODiECKKR. 

11. La résolution d'une équation et la réduction de son groupe de Galois à la 
substitution identique sont deux problèmes équivalents. En effet, si les racines de 
l'équation sont connues, son groupe de Galois se compose de la substitution iden- 
tique qui, elle seule, laisse inaltérées les valeurs de toutes les racines; réciproque- 
ment, si le groupe de Galois d'une équation se compose de la seule substitution 
identique, toutes les grandeurs du corps et, en particulier, les racines de l'équa- 
tion satisfont à des équations du premier degré par rapport au domaine connu et 
sont dès lors aussi connues. 

On a été ainsi conduit à chercher quels sont les moyens généraux de réduction 
du groupe de Galois d'une équation, c'est-à-dire quelle est l'équation la plus 
générale dont la connaisbance des racines nous donne une réduction du groupe 
d'une équation donnée. Le théorème de Kronecker répond complètement à cette 
question et nous apprend que ce sont seulement les équations dont les corps 
ont avec le corps de Inéquation considérée un sous-corps commun. 

La démonstration de ce théorème est immédiate. Soient, comme toujours, 
F(^) = o l'équation donnée et ^(^) = o l'équation dont les racines soient consi- 
dérées comme connues; nous supposons donc connu le corps de cette dernière 
équation. Cela posé, il peut arriver deux cas : les corps des équations V{x) = o et 
<{/(^)=:o peuvent n'avoir aucun élément commun ou bien il existe des éléments 
communs. Dans le premier cas, le groupe de l'équation F(a:) = o reste le même. 
En effet, supposons qu'il ait été réduit à l'un de ses sous-groupes. Une fonction de 
ce sous-groupe, admettant les permutations du nouveau groupe de Galois, serait 
une fonction connue, dès lors un élément du corps de ^(^), ce qui est contre 
l'hypothèse. Si donc le groupe a été réduit, les deux corps doivent avoir des élé- 
ments communs. Mais dans ce cas, considérons un de ces éléments communs; ses 
valeurs conjuguées, obtenues en considérant l'élément commun, comme faisant 
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partie séparément des deux corps, sont aussi des éléments communs parce qu'elles 
sont uniques; cela prouve simplement que l'ensemble des éléments communs 
forme un sous-corps dans chacun des deux corps considérés. c. q. f. d. 

L'ensemble des éléments communs peut coïncider avec le corps de l'équation 
F(x) = o lui-même; dans ce cas l'équation est complèlement résolue, la réduc- 
tion du groupe est complète : si, par exemple, le corps de F{x) = o est simple^ 
c'est-à-dire n'a pas de sous-corps, toule réduction n'est possible que de cette 
manière. Mais si l'ensemble des éléments communs forme réellement un sous- 
corps, il est clair que le groupe de Galois de l'équation F(x) = o se réduit au 
sous-groupe permis par les éléments de ce sous-corps. 

Nous avons ainsi prouvé, et c'est une remarque importante, qu'il n'existe pas 
d'autre manière de réduction d'un groupe que celle obtenue par la connaissance 
des racines d'une résolvante; cela tient à ce que la connaissance d'un sous-corps 
ou celle des racines d'une résolvante sont deux données évidemment identiques. 

Remarquons enfin qu'on peut énoncer le théorème de Kronecker sous la forme 
suivante : 

La connaissance des racines d'une équation ne réduit te groupe de Gatois 
d'une autre que si les cycles dont elles font partie ont des éléments communs; 
dans ce cas, elle équivaut à la connaissance de ces éléments communs. 
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1. Le présent travail a pour objet la détermination de toutes les surfaces (Aj) 
qu'on peut déformer d'une manière continue, de telle sorte qu'une des 
familles de lignes qui ont pour image sphérique les génératrices rectilignes 
de la sphère conserve cette propriété dans la déformation. 

Les conjuguées de cette famille constituant des lignes de longueur nulle, il exis- 
tera sur ces surfaces (A|) un réseau conjugué persistant dont une des familles 
est formée des lignes de longueur nulle. Les résultats dus à MM. Cosserat et 
Bianchi sur les réseaux persistants trouveront donc ici leur application. 

La représentation sphérique des surfaces (A|) peut s'écrire 

B, C désignant deux fonctions arbitraires de (^). 

Les cosinus directeurs Cf, Cs, c% de la normale en un point de A| sont donnés 
par les formules 

Ci= ^^'^Q -^^i (1 = 1,2,3), 

dans lesquelles les fonctions de ^ seul, désignées parapet 6|, sont déterminées par 
les relations 

la, - o, la,* = ^, la,* = ^ |^C - ^ ^ H- j^^ + ^ j, 



HB-îh-l< 



(1 = 1,3,3). 
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La surface (A|) est alors Tenveloppe du plan 

V/^(c, X 4- c, V -H c,Z) 4- 0) = o, 

où (0 désigne la solution générale de Téquation de rang deux identicjuc à son ad- 
jointe 

d^(ù — i(ù 

5â5?'"(i-+-a^)»* 
c'est-à-dire 

Si Ton veut associer toutes les surfaces (A|) qui sont applicables sur l'une 
d'elles aK'ec conservation du réseau (a, P), on y parviendra de la manière sui- 
vante : 

Soit R la solution générale de Véquation de liiccati 

2 ^il-^k 4(2 4-A)«J 2 

où T et S sont des fonctions arbitraires données de ^ 

et où k désigne un paramètre qui n'y figure pas; si Ton pose 

p=ze^ , u = ^Je^ <3, 

puis 

Al = p(i — w«), A,= ip(i 4- m'), A3 = 3 p ^/, 

on aura les cosinus a par les formules 



et la distance p de l'origine au plan tangent par 



/? = Cl) V^2 4- A , 
à condition de prendre dans l'expression de w, pour la fonction '}(Jî), Texpression 

4,(13) =:T(;3):v^m-, 
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où ^""O) désigne la solution générale de Téqualion 

<I> désignant une fonction arbitraire de ^, indépendante de /r. 

Cette équation du troisième ordre en W s'intègre par une quadrature, car les 
A, (i = I, 2, 3) sont trois solutions de IVquation sans second membre. 

Le paramètre k est celui qui varie d'une surface (A|) à une autre et ne figure 
pas dans l'élément linéaire. 

Les surfaces (A|), ainsi obtenues par Tintégration d'une équation de Riccati 
et trois quadratures, dépendent des quatre fonctions arbitraires 

^{a), T((3), 2(^3), 4i(P). 

Dans le cas où Ton prend 

T=-2'' ou T = -3i;% 

on les obtient simplement par quatre quadratures, 

2. Au cours de ces recherches, j'ai été amené à déterminer trois solutions 6|, 
âa, Os de Téquation 

d^tti — 2 Cl) 

satisfaisant en particulier à la condition 
La seconde partie du travail est consacrée à la résolution de l'équation 



2e? = A + B, 



i = l 



OÙ les 0| sont n solutions de l'équation de rang deux identique à son adjointe, que 

nous écrivons ici 

d^e _ —20 

dxô^ "' (a — p)-' 

Dans le cas n = 3, on en déduit également, pour l'espace ordinaire, des sur- 
faces ( A| ) à réseaux conjugués persistants. On peut j rattacher aisément d'autres 
surfaces remarquables (S) auxquelles les (A| ) sont associées au sens de M. Bianchi 
ou des congruences rectilignes, cycliques d'une infinité de manières. 
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l^a mélhode qui permet de résoudre la question consiste à poçer ^ = a -f- m et 
à développer les fonctions de p qui figurent dans les deux membres de l'équation 

2e/ = A-f.B, 

suivant les puissances croissantes de u au voisinage du point ordinaire u = o. 
En égalant les coefficients des mêmes puissances de e/, on obtient des relations 
différentielles entre les fonctions A,, B, de a seul; ces relations en nombre illimité 
se ramènent au type très simple 

2(cr4-^/)P',*'=o (k=o,i,...), 

où Ton a posé 

P,= B7. C,= A,-B,. 

et aux deux relations 

2c?=o, 2(C/?; + 5c;i3;+ioqi3,) = o. 

Les équations 

déterminent ensuite 

C = A-f-B et B. 

I^a discussion du système ainsi obtenu se fait aisément /?Ottr une valeur quel- 
conque de n. J'ai étudié en détail les cas /e = 3, /i = 4j qui sont les plus impor- 
tants. 

Les conséquences géométriques en seront développées ultérieurement. 

Une partie essentielle de ces résultats, que je possède depuis longtemps, a été 
communiquée à TAcadémie des Sciences {Comptes rendus, t. CXXXVI, 27 avril 
1903, p. 9(/)). 



I 



3. Soit proposé de déterminer toutes les surfaces qu^on peut déformer d'une 
manière continue de telle sorte que l'un des systèmes de lignes dont l'image 
sphérique est formée des génératrices de la sphère se conserve dans la défor- 
mation. 

Les lignes tracées sur une surface qui ont pour image sphérique les génératrices 
de la sphère sont aussi les courbes de contact des cônes circonscrits à la surface 
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dont le sommet se trouve sur le cercle imaginaire de Finfini. Elles forment deux 
familles qui sont respectivement conjuguées des familles de lignes de longueur 
nulle. 

Les lignes de longueur nulle tracées sur une surface se conservent dans toute 
déformation de cette surface. Il existe donc dans les déformations que nous con- 
sidérons un système conjugué qui se conserve et l'une des familles de ce système 
est formée de lignes de longueur nulle. 

Les résultats obtenus par M. Cosserat ( ' ) dans la théorie des réseaux conjugués 

persistants, c'est-à-dire qui se conservent dans une série continue de déformations 

de la surface, trouveront donc ici leur application. 

Soit 

rfor«= e dcx} -h 2fdoL r/(3 -h ^ c^(3» 

le carré de l'élément linéaire de la représentation sphérique de l'une des surfaces 
cherchées (A|) rapportée au réseau conjugué (a, P); M. Cosserat a montré que les 
conditions nécessaires et suffisantes pour que le réseau conjugué (a, ^) reste con- 
jugué sur plus d'une déformée de (A,), sont données par les relations 



d j la ) d ( \i 



■m-A"\\"\ 



où les symboles de Christoffel 

ik 

/ 

sont construits avec l'élément linéaire rf<x^. 

On a par exemple | ^ | = ^ ^-P 

Le premier problème à résoudre est de déterminer cet élément linéaire sphé- 
rique. Or, dans le cas qui nous occupe, si nous supposons que les lignes ^ = const. 
ont pour image sphérique des génératrices de la sphère, on aura .simplement 



Ceci entraîne immédiatement 



« = 0. 



12 

; =0, 



et -par conséquent 



d y dix " d^ _ 



(*) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse y 1893. — Comptes rendus de VAca-- 
demie des Sciences, 12 et 19 octobre 1891. 

Fac. de T,, a« S., X. in 
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Les équations de M. Cosseral se réduisent à une seule, que nous écrirons tout 
de suite sous la forme 

/ djt ~ B * 

en désignant par B une fonction, arbitraire de ^. 
Il reste à exprimer que l'élément linéaire défini par 

convient à une sphère de rajon 1. En calculant sa courbure totale on trouve sans 
aucune difficulté que la fonction^ doit satisfaire a Téquation 

^Mog/_ 
équation bien connue, dont Tintégrale générale donnée par Liouville est 

-^-[n-<p(a)4.(?)P' 

où s et 'l désignent deux fonctions arbitraires. 

On pourra toujours supposer, sif^o^ qu'on a clioisi les variables a et ^ de 
façon que les fonctions o et *l se réduisent respectivement à a et ^3 et prendre, sans 
restreindre la généralité, 

ce qui donnera, pour^, l'expression 






g^'^U^TT—JT. -^C, 



dans laquelle C est une nouvelle fonction arbitraire de 3. 

L'élément linéaire de la sphère est donc donné par la formule 

d^'^ :^-€/a€/;â-+- I ^.'^^^ ■ 4- cl dp\ 

4. Il convient maintenant de rappeler un théorème de M. Dini, d'après lequel 
l'équation 

est la condition nécessaire et suffisante pour que le réseau sphérique (^a, ^3) soit 
l'image sphérique des lignes asjmplotiques d'une surface S. 
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Celte surface (*) a pour élément linéaire 
et pour courbure totale -^7-; on a d'ailleurs 



et ces formules permettent de prendre dans le cas actuel, où Ton a ^ = o, 

D'autre part les cosinus directeurs c, c', d* de la normale en un point de la sur- 
face S rapportée à ses asymptotiques (qui sont aussi les cosinus directeurs de la 
normale en un point de A|) vérifient une même équation de Laplace à invariants 
égaux 

et la relation c^-|- c'^ -+- c'* = i donne immédiatement entre X, Ar, /la relation 

Avec l'hypothèse X = B, on a simplement 

il en résulte que si Ton pose 

cv/X = ôi, c'v/X=:Ô„ c'sfk—B^, 
les sont des solutions de l'équation à invariants égaux 



d(xd^ (n-«p) 



t' 



C'est là encore une équation bien connue : l'équation de rang deux, identique à 



(») Cf. Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, IV* Partie, Livre VIII, ir' 873, 
874. 
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son adjointe. Son intégrale générale s'écrit 

tfj ^ désignant deux fonctions arbitraires. 

La connaissance de c, c/, c^ nous donnera donc des solutions de IVquation 
fonctionnelle 

satisfaisant à l'équation 



(ë)'-(©'-(gy=°- 



5. Ces remarques faites, nous allons déterminer e, c', (f en partant de la rela- 
tion finie 

et des relations différentielles 






-+-(.: 



jointes à l'équation 

vérifiée par c, c', c*". 
Les trois équations 



Sâ*c O àc O àc 

'^5s-'=°' ^'di=''' S'^p^*»' 



dont l'origine est manifeste, permettent de poser 



d^c de de 



et les équations analogues en c', (f. 

La relation 

S de â^e 



=:0 



donne immédiatement n = o. Pour calculer /n, on observe qu'en différentiant 



âc de 



d5 (^ô- 



d« ()p (i-i-«(3)« 
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par rapport à a et tenant compte des relations 

d^c B' de — 2C 

âxd^ "^ 75 5«"" (i-+-ap)«* 

on trouve 

âc d*c _ —4(3 



s 



comme d'autre part 
il en résulte 



-2(3 



i-+-«(3 
Ainsi c, (/, c^ satisfont à la relation 

â^c — ap de 

{?«* I -+- «P <^« 

Cette relation s'intègre sans difficulté et donne 

i-i-aP i-i-«(3 i-+-«P 

les a et les 6 désignant des fonctions de ^ seul. 
Pour que ces expressions vérifient la relation 

c* -h c'* 4- c'" = I , 
il faut et il suffit qu'on ait 



j§«î = o, j^a,^, = o, S^î = '- 



Il reste à vérifier les équations 



n/^y__ ç\dc de _ 2 n/<?cY_ 2B^ ^ 



la première donne à nouveau 



s 



«î = o; 



la seconde donne l'équation nouvelle 



S«.*'.=-^j 
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enfin la troisième peut s'écrire 

û^. (S-'-* ^s-'O - ô^(%^ -S"'.'-.; *s*- 

'«' ■ -c. 



Elle se décompose à vue en trois autres : 

qui peuvent s'écrire, en tenant compte de Vai 6', = -«-» 

Nous avons donc obtenu sept équations pour déterminer les six fonctions ^,, 
^29 ^sy ^«9 ^39 ^3 siu mojen de B et C; on va voir qu'elles se réduisent à six rela- 
tions distinctes. 

Pour les résoudre nous remarquons qu'il est permis de poser, d'après les trois 
relations 

§«î = o» §«i«i = o, j^a,6i=:o, 

en désignant par ^ et pi deux multiplicateurs convenables, 

La relation V 6| = i donne alors 



c'est-à-dire 


'^ 4 


ou encore 


o 




.=-!• 


Portons dans la relation 






S-'i-f 


l'expression des V 





6i=Va,+ (x±i)ai±^a', 
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nous trouverons 

.. p 



*fS--'fS<'=T^ 



il est donc nécessaire de prendre 
Les expressions 

portées dans les deux relations 



S«-*''=^-F S*'=^' 



donneront, par un calcul immédiat, 

i + L-M 

et 

P'-C ',_r 5 B' aB' B' 

JO"' -^~IW^ Bj "^"b' 

En résumé, les /onctions a,, a^, a» sont déterminées par les trois relations 

SQ „ 4 '. ^ fr 5 B" ^ aB' ^ B' 

^^ les bi sont alors données par les formules 

*'=(||-^)«'+f«i ('•=•, 2, 3). 

Les cosinus directeurs c, cV c^ de la normale à l'une des surfaces (A|) élanl 
ainsi déterminés, cette surface sur laquelle le réseau (a, ^) est conjugué, est Ten- 
veloppe du plan 

V^B (cX -h c' Y -h c'^Z) -h w = o, 

où (o désigne une solution quelconque de Féquation de rang deux, identique à son 

adjointe 

/)* 0) — a w 

ô^ ~" (i-i-«i3)^ ' 

c'est-à-dire 

^~^^ 1-4- «3 -?{«)-+ (P). 

Il nous reste à reichercher comment il faut associer les surfaces (A|) pour 
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qu'elles soient applicables les unes sur les autres avec conservation du réseau 

Il sera commode pour cette recherche d'étudier d'un peu près la façon dont 
l'élément linéaire d'une surface peut s^exprimer en partant de sa représentation 
sphérique. 

6. Considérons, d'une manière générale, une surface définie comme enveloppe 

du plan 

cX-hc'Y-f-c'Z-+-/> = o, 

où nous supposons 

rfc» -+- dc"^ -4- dc"^ —edct}-\- ifdoL d^ -h g d^^, 

et proposons-nous de calculer son élément linéaire. 
M. Darboux (IV** Partie, n« 882) éublit les formules 



où l'on a 



h = 



DD'— D'*' 

on peut aisément en déduire 

~ 2/{D'd(x -+- r)'d^)(Dd(x 4- D'c/p) 4- ^(D dot ■+- D'd^y], 

En égalant cette expression à 

E €/«» -+- Q F û^« é/p -h G d^\ 

on en conclut les expressions de E, F, G qui conduisent par un calcul simple^ 
que nous supprimons, à la formule 



( 



..-/.„Eo-n=[gS-(^ïr. 



L'élément linéaire de la surface peut donc s'écrire 
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et sous celle forme il ne renferme plus, avec les quanlités e, /, g^ que n' Tf» 

ir 

Nous allons montrer comment ces dernières quantités s'expriment avec e^ /", g 

el les dérivées de la fonction p, 

La relation 

\dc-¥\ r/c'-f- Z^/c^-h dp =. o, 

déduite immédiatement de la définition de X, Y, Z, donne par diiFérentiation 
X^c-+- Ye/*c'-+- Zd^c'-^ d^p -^dcd\-h dc'dY -+- ^cVZ = o, 

et comme on a 

dcd\ -h dc'dY -+- dc'dZ = '- ~(D€/a'4- 2D'€/a^j3 + I)V;3«), 

il en résulte 

\d'c-hYd^c''hZd'c''-¥'d*p=^d(x^'^2^d(xd?^^^d^\ 

Nous avons déjà les trois relations 

cXh- c'Y-+- c^Zh- />=o, 

^X4-^YH-$^Z + ^=:o, 
aœ aoc âoc a<x 

ôc ^ Oc' ^ âc' y dp __ 

on pourra donc conclure de là, eu égard aux relations bien connues vérifiées par 

à*c { it ) de i lï ) de 

d^c ( 1 2 ) ()c {i2) de 






d^e _ I 22 ) de j 22 ^ de 



(*) On peut aussi parvenir aisément à cette forme en partant de l'expression bien connut^ 
(le Télément linéaire sptiérique 

qu'on identifie à 

e d7> -^'xfd^d^^g rf?« . 

Fac. de T., a« S., X. l8 
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les Irv^U rol;itîon< analo::uos 



• 1 



cù îc< STmU^los Jo Olirifloirt"! ' , ' ik^nu naliirolleinent. rvUtifs à la représenUi- 

{ i \ 

f,v«? sfhr^n\fii^ Je la surlace» 

Ces rrhliv^ns Jèlinisseul ||* T7* tt *** Jonnent, jvar suite, Texprcssion de VéXé- 

iv.tXiX Imeaîrv Je la surface au nioxen Je tr. f. r el /». 

>: l\n\ suj^jv^se \jue le svstème yX» i* esl fomie Je courlis cv^njupiêes, on a 

el îa nrUtù^n entre les Jea\ éléments Imèaînfs prrnJ !a foraie sîanple 

ir 



■• V ^ 






• .' — _ 



l"^;; rr, ivut \N^nca;rx\ er* rJir<;cr/,:<r. c-^ >-' .:Vijr >x**':/-^ '.rrrChV^ey ïî» n:3t- 



• * 






* * ' •«» 
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Christoffel et pour l'élément linéaire, les valeurs 



II) (12) I 1 1 ) ^ àf (13) ^ àf^ 



2 |-j a i-°' { i\- f dx' I I j-2/ ()a' 



11) ^ àf ^ àf 

2 j " 7 ^ ■" V ^' 

\ii) i df( g dg g df 
\ 1(^2/ d^'^ ip doL p d^p' 

2 I) D" ... ^ D 



s 



t/X«+ é/Y*4- tfZ«= ^ ij ^^/a d'^ — -^ jjî^a*. 

D D" 

Calculons maintenant -q- et -rp en observant que nous devons poser 



et 



tr ^— 




2H' 







b;3 


U + «?) 


3(D -h OL'h 

* 1 I 


— ro'. 


— »l 



/> = -7= = -7=1 2i--^ ^ — o'— d;' . 

^ \/ÏÏ v^V '-Ha? ' ^/ 



On trouve par un calcul facile 



et ensuite, à Taide de la formule 

l)'^ _ d^p {il) dp ( 22 I jg 

l'expression un peu compliquée 
où l'on a posé 

C'B^CH' 

r 
4 

et 



^^(n-««j)»+C«(n-«;3)l 

. r I /B» aB" B'\ CB'— BC'l 
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Rien n^est plus aise maintenant que de trouver les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que les surfaces (A|) aient même élément linéaire. 
En égalant deux expressions de E, on trouvera 

Lu 13(1 -H «|3) "*■ ''] B - 1.1», p(i -h «?) "*" '"J B,' 
ce qui exige que pi et tt demeurent invariables, ou encore qu'on prenne 

"'-TTTb' ^"-TTTb' 

en désignant par k une constante arbitraire. 

Si l'on pose ensuite, pour simplifier les notations, 

_B'_v, Ç_ 

B» --» B"" ' 

on trouve 

iiir — <? [^ B-'?^UJ '^wJ"' "îT" 

S 

La fonction -rr ne dépend que des éléments invariables S' et F, ainsi qu'il 

résulte de son expression 

Pour que le produit ^ -rr- soit le même pour deux surfaces (A|), il faudra, par 
conséquent, qu'il en soit de même pour les deux fonctions ■ IT correspondantes. 
On devra donc déterminer ij de façon que .^ demeure invariable; si l'on pose 

on obtiendra une équation différentielle linéaire du troisième ordre qui défmira tj/ 
au moyen de B, C et <ï>. 

Il est clair que toutes les fonctions ^ ainsi obtenues conduiront à des surfaces 
applicables les unes sur les autres, puisque les expressions de £ et F sont iden<^ 

tiques pour toutes ces surfaces. 

I) D* 

Nous remarquons, d'autre part, que les expressions de rj et -r|- ne dépendent 
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que (lu seul paramètre k qui figure dans l'expression générale de B; on pourra 
donc en conclure que les trois constantes nouvelles qui figurent dans '} n'influent 
que sur la position dans Tespace des surfaces correspondantes et non sur leur 
forme. 

S'il en est ainsi, à une même valeur de a, p, c'est-à-dire à une même direction 
du plan tangent à la surface (A|), correspondent pour •} toutes les valeurs qu'on 
obtient par une translation quelconque qui remplace p par /> -f- Xc -j- âV-H //'c', 
X, )/, a" désignant des constantes arbitraires. Ces valeurs s'obtiennent sans diffi- 
culté en remarquant, par exemple, qu'on a 



iH- ap \ 4 B 2 / 2 * 



îl suffit d'ajouter à A la fonction ?\^^ pour augmenter/? de c. 

L'expression 

PV^(/ifli-f-/,a,-f-/,«8) 

représente donc la solution générale de l'équation diflerentielle du troisième ordre 

en 'i 

^(13) = o, 

et la recherche de la solution générale de l'équation 

exigera au plus une quadrature, si l'on connaît ai, as, a^ et ^. En choisissant 4> 
de telle sorte qu'on possède une solution particulière de cette équation, on aura 
immédiatement l'expression générale de ^, sans aucune intégration, 

8. Ces remarques se prêtent à des vérifications analytiques simples dès qu'on 
introduit au lieu de ai, a^^ a^ les quantités A|, A2, A3 définies par 



kt=lat. 



qui satisfont aux trois équations 



|§AÎ = o, Sa'.'^i. SaV = £2. 
où l'on a posé 



* 4 B* "^ Bjâ "^ B 
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Ct^s iroi> fonctions A,, Aj, A, satî>font à IVquatîon du troisième ordre 



A'-rÛV-r-—A = 0, 

a 



oi >i l'on pose 
•n trouvera Je uième pour Tei pression i\^p} la do u\ elle forme 



ir 






Il résulte d'^ Va que le pr<»Llt'me re\ient à rintésr.«tli»n complète Je réquation 
•lu troisième ordre 

Jan> laquelle l>, et U, renferment le para nu- tn* arbitraire /.-. 
Les relations 



Sa; = .. S^." = - S*.="- 



qui détinisseni Af. V*. A t. s..tnt celles qui déterminent sur un cône isotrope une 
courbe gauche dont on d<mne le ra von de première ct^urbure en fonction de Tare; 
n'>tis en concluons que VéjKolion du troisième ordre fans second membre dont 
/<•< solnti'>ns sont A,, A^. Aj .«•' rtjmènc en f'.iit à une r*] nation de Riccati, Une 
'juadrature d^^nnem ensuih^ ^', 

<^n >.i\ait d\iilleur« à l'avance que la «iéteruiînation «le toutes les surfaces ( A| \ 
doMmièes de Tune d'elle* a\ec con'»er\.îti»^n du réseau c^njugaé ^x, â) exigerait 
rintêgrati'>n d'une équation de Riccati et des qu^drïtun^s. 

Nous connaissons, en etTet. pour ces surfaces, les deui formes fondamentales 



/>= = E./jr-- :>F ïji Yî 



r«.' 



Ot 



«»: , . «»• y:- 



p.«r les forimilt^s 



E = 








\y 


/■• 


w 


l 


nu 


7 


H 



*= 7-,ïr- : [^ -• '--^Ti-^:?^-**^^ 
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011 l'on a posé 

iT_«_ (i+«;s) â fi'\ 3«^ (.+«13) d 

dans lesquelles ne figurent que des éléments F, £', ^ indépendants du para- 
mètre A*, et par les suivantes : 

-ji=-i^=-?''(«)v/m, 

-j^ = [/(«)U-<p'(«)^+9^+*{P)J-^== 

qui renferment ce paramètre k. 

9. Tout ceci peut encore être établi par le calcul de façon très simple. 
Pour satisfaire à 

posons 

Ai = p(i — w«), A,= /p(i4-«'), Aj^apw; 

on en déduit 

dki=z dp{} -h u^) — lupduy 

d\j = / r/p ( 14- m' ) H- 2 ip H du, 

dk^ ^=2dpu-h 2p dUf 

et, par suite, la relation V A^^= i équivaut à 

d^*=!^p^du^ 

ou encore à 

, du I 

"""^~' 2p* 
Une nouvelle différentiation donne 

^=p'(.-«.)_i(«p'-^i). 



d^ 



t Féquation V A]^=: Q| se transforme ainsi en 
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Il suffit d'y poser 

P 

pour lui faire prendre la forme de Rîccali : 



2 a 



Nous avons d'ailleurs 






cl si l'on pose, pour simplifier les écritures, 



r_2:^! i"— T 

i 2p - - 1, 



on aura, pour déterminer R, l'équation 



R'4- -R' = - - \.^ 4- y 7v^^,l 



où le paramètre k est mis en évidence. 

Nous résumerons les résultats obtenus dans l'énoncé suivant : 

Si Von désigne par R la solution générale de V équation de Riccati 






où T et^ sont des fonctions arbitraires données de la variable p et oii k désigne 
un paramètre arbitraire, et si Von pose 

p=ze'' , i/zzi-le*^ dp, 
puis 

A,=:p(l — f/-), A,= ip(l -+-//'), A3 = 2p//, 

on a, par les formules 




c,= sfïTk\ _^--"" +-^^ I (t = i,«,3). 
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les cosinus directeurs C|, Ca, Cs de la normale, et par 

la distance de r origine au plan tangent d'une surface, sur laquelle le 
réseau (a, p) est conjugué et les lignes p = const. ont pour image sphérique 
les génératrices rectilignes de la sphère. 
Toutes ces surfaces, enveloppes du plan 

sont applicables les unes sur les autres pourvu qu^ on prenne 

^((3)=:V:v/l4^, 

la fonction V(p) étant la solution générale de Inéquation du troisième ordre 



2 ' \/m 

où ^(p) est une fonction arbitraire donnée, indépendante de Ar, et où U| 

représente l'expression 

o _ T 3 2'» 



1-hk ^ (1-^ky 

Les fonctions A|, ^27 A3 sont trois solutions particulières de Téquation sans 
second membre 

de sorte que la détermination de la fonction ^(p) exige seulement une qua- 
drature. 

Les surfaces ainsi définies, qui dépendent des quatre fonctions arbitraires 

<^(cc), T((3), 2((3), *(|3), 

sont les surfaces les plus générales qu^on puisse déformer d'une manière 
continue de façon qu'un des systèmes de lignes dont l'image sphérique est 
formée des génératrices rectilignes de la sphère se conserve dans la défor- 
mation . 

Leur élément linéaire a été donné explicitement. 

Parmi toutes ces surfaces, dont la détermination explicite dépend de l'intégra- 
Fac, de T., a» S., X. ig 
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lion de Féquation de Riccati 

R'-h-R»=:- — 

et «Je trois quadratures, il en existe qu'on peut obtenir par de simples quadra- 
tures. 

Oinsidérons, en effet, Téquation précédente 






on s»it qu'il suffirait d'en connaître nne solution particulière pour en déduire, par 
deux quadratures, la solution générale. 
Or. si l'on pose 



U = >. 



TTk' 

A désignant une constante, on en déduira 



r /A' >\ ^'' _ ' T 3 1'*' 

L'équation admettra la solution )> ^ '^ jj pourvu qu'on ait 

}} . 3 



et 






ce qui donne les deux cas 



2 2 

Nous obtenons ainsi deux classes de surfaces qui dépendent des trois fonctions 

arbitraires 

9(a), !(?), 4^(;â), 

et qu'on peut obtenir explicitement au moyen de cinq quadratures. La forme par- 
ticulière de la solution connue pour R permet, d'ailleurs, d'effectuer Tune de ces 
quadratures. 

On trouve, par exemple, pour A = -, T = — 2/', l'expression j;:énérale 



"^.lï^-^ 



v^(-^/v^)' 
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OÙ ne figure que la quadrature 

dp _ 



u 



Les surfaces des deux classes particulières que nous venons de définir s'obtien- 
dront donc explicitement par quatre quadratures. 

Nous reviendrons ultérieurement sur leur détermination et sur Pétude de leurs 
propriétés géométriques. 



II. 



10. Au cours des recherches précédentes, j'ai été amené à déterminer trois 
solutions 0,, O2, O3 de l'équation linéaire de rang deux identique à son adjointe 

satisfaisant à la condition 

0Î-H0« + O« = B(P), 

et à une condition supplémentaire 



09^ 



r-(lf)'-fê)'=» 



Je me propose ici, pour la même équation, la résolution de l'équation générale 



n 



2ô? = A-hB, 

1 

sans autre condition supplémentaire. L'intérêt de cette étude réside également 
dans le fait que, pour n = 3, les sur/aces (A|) enveloppes du plan 

peuvent être déformées d'une manière continue avec conservation du réseau 
conjugué (a, 3). A ces surfaces se rattachent aussi des surfaces remarquables (S) 
auxquelles elles sont associées au sens de M. Bianchi et des congruences, cycliques 
d'une infinité de manières. 

Si l'on écrit l'équation de rang deux identique à son adjointe sous la forme 
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il s'ap;it de résoudre l'équation fonctionnelle 



i^^--A;-»;y=A-HB. 



<=! 



Soit d'abord à résoudre, de la manière la plus générale, l'équation fonctionnelle 



(•) 



2 ^^-^•- «'.y =-'""• 



le nombre des termes fi^^urant dans le premier membre étant égal à 3 : 

Nous remarquons qu'on pourra déduire de toute solution A/, B,-, A, B une solu- 
tion nouvelle en y remplaçant respectivement a et ^ par a-hX, ^-t-À, où X est 
une constante quelconque. Ceci permet de supposer que le point ,3 = o est un 
point ordinaire des fonctions B/, B. 

Ku outre, de tout système de solutions de l'équation 

on eu peut déduire d'autres eu exécutant sur les une transformation linéaire et 
homogène orthogonale à coefficients constants. Les 6 étant composés linéairement 
avec les A et les B, il revient au même d'exécuter cette transformation simulta- 
nément sur les A et les B. 

Ces remarques s'étendent à Téquation plus générale 

n 

où le nombre des carrés du premier membre est quelconque. 
Posons maintenant ( ' ) 

et dé\eloppons, par la formule de Taylor, les fonctions B/(^), B(p) au voisinage 
du point ordinaire u = o, ce qui donnera 

B,(P) = B,(a) -h 7 B;(a) -I- -4 B;(a) -+-. . ., 
B(|3) = n («)-H ^B'(«)-i--^B'(«)+...; 

I M • Ji 



( * ) On pourrait Irailer symétriquement les A et les B en posant P — a = '2M, ^ -^i = iv\ 
la complication (récritures qui en résulte ne parait pas compensée par des avantages sérieux. 
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l'équation fonctionnelle (i) s'écrira 



ï49 




I I .2 



En introduisant les nouvelles inconnues 



(3) 



on la ramène à la forme simple 



I \i — Bi=c„ 

I A -H B = c, 



(4) 



iH 






(il 



.H-(/l-2)M«-«-^-h...J , 



I 1.2 



B^-h..., 



d'où l'on déduira, en égalant les coefficients des mêmes puissances de m -dans les 
deux membres, toutes les relations diflTérentielles qui doivent déterminer les Ci et 
les B/. 

On obtient ainsi un nombre illimité de relations. Dès qu'on fixe le nombre n 
des solutions O/ qui figurent dans le premier membre de l'équation (2) et, par 
suite, le nombre des fonctions arbitraires à déterminer, il est certain que toutes 
ces relations sont des conséquences d'un nombre limité d'entre elles; un raison- 
nement délicat permettrait de fixer ce dernier nombre, nous l'éviterons en nous 
astreignant à vérifier que les expressions obtenues pour les B/ et les ci satisfont 
bien à l'équation. 

Lorsque le nombre n des solutions 9 qui figurent sous le signe \] n'est pas fixé, 

il est certain, d'aulre part, qu'on ne peut limiter le nombre des équations diffé- 
rentielles à former. Nous devrons nous borner à indiquer un moyen simple de 
les former par récurrence, et, pour que le nombre n des solutions ô/ n'intervienne 
pas dans cette formation, nous nous astreindrons à ne faire que des combinaisons 
linéaires, à coefficients constants, des équations directement obtenues. 

Ecrivons donc successivement les relations qui résultent de l'égalité des coeffi- 
cients des diverses puissances — j» — > 1, //, m^, . . ., dans les deux membres de (4)l 



w u 
nous aurons le Tableau suivant : 



Terme en — r : 



w 



2 



o. 



ifx} 
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lertuc en — : 
u 




^C,{ft=z 0, 


ooiiHtW|iirnre de lu 


prt^cédentc. 




Term^; roiisluiU 


• 


2 ^'.' = '^• 


Tornu» on a : 




2c.B:=fB'. 


Ternie en u^ : 








2'. 


B'," + 2 «'i RT = ^ B% 



conséquence île la prêeôdenle. 
Tenue en u^ : 

Terme en m* : 

Tenue en *<* : 

I o ^-^ ^. .. . I o 



^VbTB/ ^l^Vo.B.'H-iyr'.B.» =B«". 



Teruie en «* : 



B.» B/ -3 V^B;*^*--^ V^»*^t*^^i*i*i'' = ^*' 



Tenue en a' : 



Il Vb.; B;* -y^B-B,* -^^ Vo^B.* -^^^iB.^ =B-'. 



TervK^ ea a 



-♦ - 



136 



y B,' ^^vi^*^^ -T— ^'*^ -^7—^^^* -i?i"*^''=»'*- 



« • • » 



Nous rejïi'^J*^ ■•'^* •' -"-'^-"'^ ijsij •;£:•.> j *-riù*r U rvIittOQ 



ii) 
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5i 



fia relation 



E^- 



r^ C 



détermine alors c) et nous allons chercher à déterminer les B/. Il pourra se faire 

que les équations qui définissent les B/ ne soient compatibles que si les q vérifient 
de nouvelles relations; la suite du calcul montrera si l'on se trouve dans ce cas et 
quelles sont alors les relations nouvelles. 

Pour simplifier les écritures, nous faisons remarquer que les B/ ne figurent 
dans nos relations que par leurs dérivées d'ordre égal ou supérieur à 3 et nous 
posons 

En oulre, nous remplaçons partout ^ u/r,- parle produit symbolique uc, ce qui 

ne présente pas d'inconvénient pourvu qu'on se borne à former des combinai- 
sons linéaires à coefficients constants des équations et de leurs dérivées. 

Les équations à considérer s'écrivent avec ces conventions sous la forme sym- 
bolique simple : 



(«.) 



cP=- B'. 



(«.) 



(«j) 



(«») 



(a.) 



(«.) 



(«,) 



(«.) 



cp' + c'(3= ^ B', 
c(3'-h|c'p'= I B', 



3 

i5 

8 



c(3'-i-|c'p'-r|(3«=^B(*> 



(«) 



c(3<"-hyC'p<*'+yP"H-l4|3(3'=: |B 

cpm -H y c'(3<»'+ Ç(3p<*'-+- io5 (3' (3'+ ^(p'')'=: ^B<" 



Nous allons en déduire des relations entre les c et les ^ seuls. 
Différentions (ai), ce qui donne 



c(3'4-2c'(3'-+-c'(3=-B''; 
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comparons celte équation à («3), nous aurons 

2 
Différentîons maintenant («3), nous aurons 

dont la comparaison à (^4) donne 

La difierentiation de (6|) donne alors 

c'p'^-h 4c'' (3'-+- 30*^(3 =— i B^*), 

relation qui, comparée à (6j), conduit à 

(c,) c''^-h(3»=:o. 

Nous continuons l'application de la métliode en dilTérentiant («4), ce qui donne 

c(3(*)-+- ^c'(3*'-+- |c'j3'-h ^|3l3'=::y B(»>, 

dont la comparaison à (^5) entraîne 

(b,) c'P*'-^ 5 c^lS"— 10(3(3'=- -B(«\ 

La dillerentiation de (b^) donne d'autre part 

c'(3^-h5c''P''-h4c*'(3'-6(3(3' = -iBi»>, 

dont la comparaison à (63) conduit à 

(c.) c''|3'-f-p(3'=o. 

En comparant à (Ca) la relation obtenue en différentiant (C|) 

c«'(3'-^c<*)(3-+-2(3(3'=o, 

on obtient la nouvelle équation 

(c) c(*)(3-h(3(3'z=o. 

Recommençons les opérations précédentes en partant de («5), dont la différen- 
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tiation donne 

cp(s)-H -^c'P^^^H- A^c'(3'H- 7((3'«-+- (3(3'')= ^B<«>, 

relation qui, comparée à (ao), fournit la nouvelle relation 
(^^4) c'(3<*î-+-6c''P''—io(3'«- 15^(3' = — iB^«\ 

Cette relation (64) comparée avec la dérivée de (63), qui s'écrit 

donne la relation 

(C4) c''P'-+-(3(3''=o. 

D'autre part, en difTérentiant (c^), nous aurons 

dont la comparaison avec (c^) donne 

(c,) ct*)(3'-h(3'«=:o. 

De même la difTérentiation de (cs) donne 

et ce résultat, rapproché de (0$), conduit à 

(c.) c<0(3 + (3(3^^=0. 

Nous appliquons à nouveau le procédé en difTérentiant (ae), ce qui donne 

cP<«)H-yc'(3<»>^yc''(3^*)-hii^(3'(3' + i4P(3'==|B(^ 

et cette dernière relation, comparée à («7), permet d'écrire 
(6,) c'p(»)-+-7c'p(*)-35p'(3'-2iP(3''=-iB('). 

La dérivation de (64) donnera d'ailleurs 

c'P">H-7c'P<*'H-6c'(3'— 35p'(3'— i5(3p'=-iB'", 

Foc, de T., a» S., X. 20 
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dont la comparaison avec (65) fournit 

{c^) c*'(3'-+-(3(3''=:o. 

DifTérentions d'autre part (C4), nous aurons la relation 

c*' (3-^ -h c(*) (3' -+- (3' p*' -+- (3(3-^ z= o, 

qui, rapprochée de (^7), donne 

(cs) c(*)(3^-h(3'(3'=:o. 

De même (cs) donne par diflférentiation 

c(M(3'4_C(»)(i'-^2(3'(3''=:0, 

dont la comparaison avec (cg) permet d'écrire 

{€,) d«>j3'-+-(3'(3^=o. 

De même encore la dîfTérentiation de (cc) et la comparaison du résultat avec (c») 
donne 

(c,o) c<«)(3 4-(3(3"'=o. 

Un calcul identique aux précédents, appliqué à ^équation (a?), conduit sans 
difficulté aux relations 

(cn) C (3(*)-^(3(3(*)z=o, 

(c„) cî*î(3'' 4-(3'(3''=io, 

(c„) c^'jp" -4- (3'» =0, 

(cu) c(«)(3' +(3'|3«' = o, 

(c,5) cî^'(3 -^ppt*^ = o, 

entièrement analogues à celles déjà obtenues. 

Toutes ces relations sont d'ailleurs des conséquences des équations (c/) {i<i 10) 
et de Téquation (ch). 

Toutes les relations entre les c et les ^ n'appartiennent pas au type précédent. 
11 est facile d'obtenir celles qui manquent. En égalant les deux valeurs de B"' ob- 
tenues au début, on aura 

(A) c(3''4-5c'(3'h-ioc''(3 = o. 

En égalant les deux valeurs de B<*^, on obtiendra la dérivée de la précédente, 
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comme un examen attentif de la formation des équations (C|) aurait pu le montrer 
a priori. 

En dehors de la série des relations (c/) on n'obtiendra donc que la relation (A) 
et ses dérivées. Il convient d'ajouter que, parmi les (c/), les équations 

(c,) (f^' H- (3(3' =0, 

(c,) c'P" +Pî3' =0, 

(c^) c'(3*' -+-(3|3*' =0, 



sont seules distinctes, toutes les autres pouvant s'en déduire par difTérentiation et 
combinaison linéaire. 

11. Jusqu'à présent nous n'avons pas fixé le nombre des solutions 6 qui 
figurent dans le premier membre de l'équation 

n 

(2) ^8f = M«) + \i{^); 

1 

proposons-nous d'étudier en détail la détermination des c et des ^ pour /i = 3. 
Nous avons entre les a la relation 

(d) c]'^c\-hcl = o; 

d'autre part, les relations (C|), (ca), (c^) peuvent s'écrire 

«-+- (3,) (3, -+- (c;-h (3,) (3, 4- {c:-^ (33) (3, = o, 

(c';-+-(3op; + (c;-hp,)p;-+-(c;+(33)(3;=o, 
(c7-M3,)(3; + (c;'4-(3,)(3;4-«+(3,)(3;=o. 

On en conclut, dans, l* hypothèse oti tous les (cj-h ^1) ne sont pas nuls, que 
les pi 50/1/ liés par au moins une relation linéaire et homogène à coefficients 
constants. 

I. Supposons quHl n^ existe entre les p,- qu^une relation de cette nature; 
on pourra l'écrire, d'après une remarque antérieure, 

(3, = o 
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et ios équations prt'cédentes donneront 

Toutes les équations du type {c,) sont manifestement satisfaites en vertu des 
tn>is relations ainsi obtenues. 

Ouisidénnis, d'autre part, Téquation (A): elle pourra s'écrire 

e,r,*' 4- e,c,* -h b{c\ c,*' h- c,r,* ) -+- io(rJ c7-+" <^î^i) = <>• 
Mais la relation 



donne par ditFérentiation 



V C; Ci = o. 

y) U\<*r -r- 3c, c[) = o. 



U demi^nf" de i>^5 n^UUoii:^« compara à «Au donne» donc 

Kn n^MMiAHl Auv m^Uùoas iniùjile^ a\^u< Ji\vms donc* pour dêtermiiier les six 
f\MWlK^as inc\>nau<^ B». H*, H,. A,. V^. V,. le> r^ljiùoit> 

vA,-B.^»-v\,-E, «~.\, B, »=.>. 

\»-B, = ^P. 

l^ <il<>M$iMkM Mil /^« '«<MiM' f »fi<.\^%f w J* f».i:r\^i9f dfX'f' Os cevu par saile. 
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poser, en désignanl par Q une /onction arbitraire de la variable p, 

A, = /,(«), 
A, = /,(a), 

A,= /,(«)H-v/ÏV), 



B. = /,(P)-*Vi*(|3)cosQ(P), 
B, = /,(p)-I^/P(P)si^Q(P), 
B,=/,(|3), 

les/f désignanl des polynômes arbitraires du second degré. 

Un calcul élémentaire montre que ces expressions satisfont à l'équation fonc- 
tionnelle 

l = ! 

II. Examinons maintenant le cas où les ^ sont liés par deux relations linéaires 
et deux seulement. Diaprés une remarque antérieure, on pourra poser 

p,= p,= o, 

et les équations (ci) donneront 

c7-+-(3, = o. 

L'équation (A) se réduira simplement, avec ces hypothèses, à 

C| c\*> -+- 5(^1 c^,*^ -+- loc; c7 = o, 

et donne 

cî = P, 

P désignant un polynôme quelconque du quatrième degré. 
Les fonctions C2 et Cz sont alors déterminées par la relation 

(i) c;-+-c;-hcî = o. 

En revenant aux notations initiales, on obtient donc 

a7=b;=:b;=o, 

(A,-B,)«-+.(A,-B,)«4-(A,-B,)«=o, 

A,-B,=:v/P, 

et l'on reconnaît que cette solution dérive de la précédente par l'échange des A 
et des B et des variables a et p. 
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IlL U reste â éUidier le cas où les p sont liés par trois rdations linéaires, qui 
pourront s'écrire 

. I — r»! — r^ — O- 

L'équation /A» disparait alors, ainsi qoe tontes les relations {Ci), et il suffira 
d'af^ojettir les c à vérifier la relation 

c^ — c* -*- c^ — o 
I • 1 i — * 

On troo%e. en revenant aux notations initiales, 

(A, — B,)«-h(A,-B,;«4-(A,-B,)«=o, 

c^ qui permet de poser 

B.=/,(5), B,=:/,^3), B,=/,{?), 

a\ec 

A, = /,(flt^-T-c,(a), 

A, = /,fflt)-hc,(a), 

les trois fonctions C|, C2. Cj étant astreintes à vérifier la seule relation 
(y) cî-hcî-+-c;— o. 

Remarquons en passant que ce cas est le symétrique de celui, écarté au 
début, où tontes les quantités c^ -f- pi sont nulles ( ' ). 

12. Nous venons de résoudre Icquation fonctionnelle 

.1^ 6î-f-5»-i-5î = A-hB, 

dans le cas le plus général où aucune des fonctions A (a), B(^3) ne se réduit 
nécessairement à une constante. U est utile d'examiner aussi les cas où le second 
membre ne dépend que de Tune des deux variables z et ^ ou bien se réduit à une 
constante. 

i" Supposons d'abord que B se réduise à une constante ; on aura à ajouter aux 
relations qui lient les c et les b la relation nouvelle 



(*; C'est aussi cftlui qui s*est présenté dans la première partie de ce travail. On consta- 
terait aisément que B(^) est nul dans ce cas. 
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Dans le cas (I), étudié tout à l'heure, où Ton a 

(33=0, c7h-(3, = o, c;4-(3, = o 



avec 



(5) c\-hc\-hcl = o 

et 

cl = P, 

cette relation nouvelle pourra s'écrire 

ou encore, en considérant la dérivée troisième de la relation (8), 

3(c;c;-+-c;c;)-^i(cî)-'=o. 

Elle donne donc immédiatement 

3(c;*-+-c;«) + P'=const. 

et les deux /onctions C|, C2 sont définies par les relations 

où P désigne un polynôme quelconque du quatrième degré et k une constante 
arbitraire, • 

Si nous posons, comme plus haut, 

c, = «y/PcosQ, c,=: «VFsinQ, 
la fonction inconnue Q sera donnée par une quadrature 



Q'= -L */| PP^- P'î-^ 4 A'P; 



il est essentiel d'observer que le radical porte sur un polynôme du quatrième 
degré seulement, de telle sorte que la fonction Q est donnée par une intégrale 
elliptique. 

En revenant aux notations initiales, on pourra, dans le cas actuel, prendre 

A,=/t(a), A,=:/,(a), ^^^M^)^ 
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et ensuite 



avec 



A,=/,(«)-l- VPÏi), 
B,=/,(P) — i\/P(P)cosQ, 
B.=/.(?)-iv'P(p)sinQ 

Q{(3)=y*y/|pP'-P'« + 4X-pf|, 

en désignant, comme toujours, ^^v f^^ f^^f^ des poljnomes arbitraires du second 
degré et par P un poljnome arbitraire du quatrième degré. 

L'examen du cas (II) ne donnera rien de nouveau d'après la remarque faite 
plus haut. 

Enfin, dans le cas (III), où Ton a 

Pi = (3,= (3,= o, 

l'équation nouvelle 

Cl {3, -h c, {3, 4- c, (3, = o 

est toujours vérifiée. La solution générale du cas (III) conduit donc toujours à 
une fonction B qui se réduit à une constante. 

2" Supposons maintenant que les deux fonctions A et B se réduisent à des 
constantes. 

Avec l'équation 

c,(3,-hc,{3,4-c,Pj=o, 

on aura l'équation nouvelle 

c7 -h c',* -h c'/ = consl. — h. 

La discussion du cas précédent nous a montré que, dans le cas (I), la première 
équation entraîne 



on aura donc cette fois 



c;«-+-c,« = -Ç4-A:; 



P' P'« 



c'est-à-dire 

P'* ti 

y-|p'=4(A4-A:). 

II faut que P'^ soit divisible par P, ce qui exige que P possède au plus deux 
facteurs linéaires distincts. Si l'on pose alors P = tïj^, en désignant par xa un poly- 
nôme du second degré, on trouve 
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or cette relation est satisfaite par tout poljnome du second degré, à condition de 
choisir convenablement h. 

On se trouvera donc dans le cas actuel, (a"), toutes les fois où P est un 
carré par/ait. 

Il est clair que, dans le cas (III), on doit se borner à ajouter à la relation 

cj -h c} -h c} = o 



la relation nouvelle 



c;«4-cV-+-c;« = o, 



13. L'exposition détaillée de la résolution de l'équation fonctionnelle 



où l'on a 






nous permet de donner rapidement les résultats auxquels conduit une analyse 
identique appliquée à l'équation 

ôî 4- 0; -+- ÔJ 4- 0» = A H- B. 

La simplicité des raisonnements est telle que leur extension au cas où le 
nombre des 6 est quelconque ne présente pas de difficulté. 

Supposons que toutes les fonctions c^+^i ne soient pas nulles; il existera 
entre les j3 une ou plusieurs relations linéaires et homogènes, ce qui amène à dis* 
tinguer les cas suivants : 

I. On a 

L'équalion (A), comparée avec la dérivée cinquième de (5), donne 

d'ici) 

on posera donc 

c\ = IN 

et les autres c< sont assujettis à vérifier la seule relation 

c* -h cj -h cî 4- P = o, 

P désignant un polynôme quelconque du quatrième degré. 

Fac. de T., a- S., X. 21 
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Si Ton revient aux notations initiales, on aura 

B4 = /4(P), A,=/,(a), A,^/,(a), A,^/,(a), 

où les// sont des polynômes du second degré, et ensuite 

A4=/4(a)H-V^PT^, B/=//((3)-c/((3) (i=:i,a,3), 

avec la seule condition 

cj -4- c* -h cj 4- P = o. 

II. On a 

(34= (3,^ o, c74-(3,z=:c;h-(3, = o. 

L'équation (A) donne alors, par comparaison avec la dérivée cinquième de (S), 

cl 4- cî = P, cf 4- cî = - P. 

On aura avec les notations initiales 

B,=/,((3), B4=/4((3), A,=/,(«), A.=/,(a) 

et ensuite 

A,=/,(a) -hc,(a), A4=/4(a) -hC4(a), 

B,=/,((3)-c,(l3), B,=/,(P)-c,((3), 

les fonctions c/ étant assujetties à vérifier les deux relations 

c;-+-cî = P, cÎ4-c;=— P. 

Le cas p,=: ^3= pj= o est symétrique du cas (I). Il reste simplement à exa- 
miner le cas dans lequel p, = j32=: ^3= ?4 = o, cas symétrique de relui où tous 
les c'J -+- Pi sont nuls. 

III. On a 

(3| = p,= (3,= {34=io. 

Les Ci sont uniquement assujettis à vérifier la relation 

cj 4-c} 4-cJ -h cJ=ro. 

Avec les notations initiales, on a 

B/=//({3) (t = i, 2,3,4), 

A/=//(«)-+-c/(a) (« = 1,2, 3, /|), 

pourvu que 

c} 4- cj -h cj -4- cj = o. 
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L'examen des cas singuliers oii le second membre de l'équation 

ne dépend pas des deux variables a et ^, ne présente pas de difficultés. 

1*^ Supposons B = const. ; il sera nécessaire d'ajouter aux relations obtenues 

c, (3, -+- c, j3, -h c, p, -h C4 P* = o. 
Dans le cas (I), les Ci seront astreints à vérifîer la relation nouvelle 

k désignant une constante arbitraire. 

Dans le cas (II), les Ci seront astreints à vérifîer 

Enfîn le cas (III) est toujours un cas singulier; il n'y aura pas ici de condition 
nouvelle. 

a*" Supposons A et B constants; l'équation nouvelle est alors 

c',* -h c',* -h Cj* -h C4* = const. = h. 
Dans le cas (I) on trouve immédiatement la relation déjà obtenue 

y-|p' = 4(A-A:), 

qui exige simplement que P soit carré par/ait, 

pf 
Dans le cas (II) on aura, à cause de c'^ -{- c'^ = 0" "*" ^î 1* relation analogue 

Les fonctions C|, Cs sont donc de la forme 

c,=r l'v/PcosQ, c,= «v/PsinQ 
avec 



i/|pP''-r»4-4AP 



<^'= .1' 
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l^'fr d^rux aulres Cf. c« peu\enl s'écrire de même 

c, = \fV cos R, Cj = \ P siii R 
i»e*; 



R'=:- 



ÏP 



< I.^K deux quadratures sont, bien entendu, des quadratures elliptiques. ) 
Enfin le cas < III; donne simplement, avec ^c] = o^ la relation nouvelle 



^ci^ = h. 



Puitiers, jaoTier 1908. 



^ ^ 



SOLUTION GENERALE DU PROBLEME D'EQUILIBRE 



DANS 



LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ, 

DANS LE CAS OH LES EFFORTS SONT DONNÉS A LA SURFACE, 



Par m. a. KORN. 



Pour résoudre d'une manière générale le problème d'équilibre dans la théorie 
de l'élasticité, dans le cas où les efforts Xv, Yy, Zy sont donnés à la surface du 
corps élastique, il faut trouver un système de solutions </, p, w des équations 
diflérentielles 

continues avec leurs premières dérivées dans le domaine t du corps élastique et 
satisfaisant aux conditions limites 

2|jL-j |jl(i — A:)9cos(va?) -hfx[wcos(vy) — o cos(v5)] = Xy, 

(2) { '^^'â:^ —/^(ï — A:)9cos(vj')-hK[u cos(v5) — wcos(va?)] = Yy, 

afx-r- — fx(i — A:)9cos(v«) -h fx[o cos(vj7) — u cos(vy)] = Zy, 



(^) Nous nous servirons toujours des abréviations 

__ dw dv 

^ du dw fl _ ^" ^^ ^^ 

""<?-« dx ~~ dx dy âz 

dv du 
m =2 — — — — , 

dx ày 
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à la surface <r de t; X, Y, Z sont des fondions données dans le domaine t, Xy, Yv, 
Zy des fonctions données à la surface a-, A: et [x sont des constantes inhérentes du 
milieu élastique; par v nous désignerons toujours la normale intérieure de la sur- 
face 0-. En imposant certaines conditions de continuité aux fonctions X, Y, Z, 
Xv, Yv, Zv, on peut facilement démontrer que le problème ne peut avoir qu'un 
système unique (*) de solutions pouvant s'ajouter aux déplacements du corps 
supposé solide, si 

(3) A>i; 

mais les démonstrations pour l'existence des solutions n'ont pu être données 
jusqu'à présent que pour un nombre très restreint de cas spéciaux, par exemple 
pour le cas où le corps élastique est une sphère. 

Dans ce Mémoire je vais résoudre le problt^me proposé d'une manière générale, 
toutefois en supposant la surface 7 fermée et possédant en chacun de ses points 
un plan tangent unique et deux rayons de courbure principaux bien déterminés, 
eten supposant que les fonctions X, Y, Z satisfassent aux conditions 



a consiante fmie, 
nJ>o, 



(4) (*) |X(j:„ v„c,) — X(d?,,7„5,)|^rt/f„ ... 

pour deux points 

(J?,,yi,3,) et (j:„7„5,) 

quelconques du domaine t, dont nous désignons la distance par Vx-i ; 
Que les fondions Xy, Yv, Zy satisfassent aux conditions 



b constante finie, 



(5) (») Xv(j?,,/„5,) — Xv(^|,yi, 3,)T^/'P,, ... 

pour deux points 

\^\^ y\9 ^\) et \^t9 y%y ^\) 

quelconques de la surface a*, dont nous désignons la distance par r^^i et aux con- 



(' ) Du moins pour un corps simplement connexe; pour les corps qui ne sont pas simple- 
ment connexes, il faut des conditions supplémentaires pour assurer l'unicité de la solution. 

(') Cette condition sera remplie si les fonctions X, Y, Z sont continues avec leurs pre- 
mières dérivées dans t. 

(') Cette condition sera remplie si les fonctions X, Y, Z sont continues avec leurs pre- 
mière** dérivées sur j. 
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ditions 



(6 



l 



A/Zv— 3Yv)rf(J = 0, 

I (a?Yv — ^Xv)û?o' = o. 



Il est utile de commencer par le cas le plus simple, où les fonctions X, Y, Z 
sont nulles; après la solution de ce problème, il n'est pas difficile de procéder au 
problème général ; donc, en posant 



/.= 



X, 



(7) 



/.= ^ 



2(* 



il s'agira de résoudre le problème fondamental 



^u -\- k 



dx 



(8) 



Af 


■+■ 


ày 


Aie 


+ 




du 




I — A- 
2 


dv 


— 


I k 
2 


div 
dv 




1 k 
2 



= / dans t; 



= 



ÔC0S(VJ7) [WC0S(V/) — 9 COS(V^) ]-+-/, 



(9) ^— =z — - — 0cos(vjr) [u cos(v5) — w cos(va?)] 4-/i 



0cos(v5) [0 cos(vj:) — u cqs(v7)] -j-/. 



à la surface c. 



Si Ton veut se servir de la méthode des approximations successives pour 

résoudre ce problème, on peut d'abord essayer de trouver une solution pour 

le cas 

k=zo. 



et puis de trouver, à l'aide d'approximations successives, des solutions aussi pour 
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le cas 

mais, en procédant ainsi, on se heurte à des difficultés insurmontables provenant 
du fait, qui sera démontré du reste, qu'en envisageant k comme un paramètre, 
et M, p, iv comme fonctions de k, on arrive à un point singulier essentiel pour 

A' = o; 

donc, si l'on veut se servir de la méthode des approximations successives, il fau- 
drait d'abord savoir résoudre le problème (8), (9) pour un 

k^o. 
Ainsi, nous résoudrons d'abord un tel problème préliminaire (A' = i) 

ÙLU -h -r— zz: O 

(10^) / Ac -h -7- =0 \ (lansr; 

^ ÔY 

A àB 

■^ = — ; [w cos(vy) — cos(v5) ] 4-/, 

(10^) [-^ = [m cos(v5) — wcos(vj:)] -h/, } à la surface <t. 

■^=— -[«^ cos(va) — ucos(vy)]4-/. 

Ce problème nous occupera dans le Chapitre I, où j'en donnerai la solution 
complète par la solution du problème transformé : 

De trouver trois fonctions harmoniques continues avec leurs premières déri- 
vées dans T, m', p', w satisfaisant aux conditions 

' -T- =—75— T-^r / ^ rw'cos(y >•) — 0' cos(v5)]-f-^ 1 

M 

^ M dv Stt âyâvj^ r 2^ ' '-• 4 , surface <t, 






^-ô'--!^ r^' — --[0' cos(v^)-u'cos(vv)]4-^ ] 

9 I 
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et en posant 



(II*) 



u =i^u' -\- 



(; =4(;' -h 



w= 4«^-t- 



an dz J^ r 



Je procéderai, pour résoudre le problème (n")) de la manière suivante : On 
peut trouver successivement des fonctions harmoniques dans t : u', v'j, w'j 
(y ^ o, 1 , 2, . . .), satisfaisant aux conditions 



(12) 



(i3) 



dv 
dv 



= U 



= /. 



=/. 



à la surface c, 



/ u'^dx— \ v\dx= i w\dx^o\ 

%/X *^T •^T 



du'j 
dv 



_ a ^"'j- 



= -3 



dv 



i _J__Ë!_ re'_ ^ 

^ T 



1 



— 2 [n)y-iC0S(v^ ) — »;_, C0S(v«)] 



d^ 
dM 



=-i 



d^'U 



" Te' * 



d»/j 
dv 



dv 27t dy 
*t"y-i cos(v5) — «>y_, cos(var)] 

g dtv'/-. I d* r^, rfr 
dv in dzdv j, ■'"' /• 

2[0y_j cos(vj:) — Uy_, cos(vj^)] 



à la surface a 
(y = I , a, Oy • • •)> 



J' i/y dx ^^ l v'jdx z=i j w'j ^T = o; 



alors nous verrons que les séries 



(i4) 



w' = u' -h /r, -f- ;/, 4- 



P' = i'o -^ ^i -*- * 2 -h ... 1 
(V' = Mf! -f- MP'', -h M^l -h . . . 



Fae, de T,, a* S., X. 



22 
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seront absolument et uniformément convergentes (*) dans tout le domaine t avec 
leurs premières dérivées, dans le cas spécial, où chaque 

uyv = Uy cos(vj?) -ho}cos(v/) -h w}cos(v5) = o à la surface fs (y = 0, i, 2, ...)» 

et elles représenteront dans ce cas un système de solutions du problème (i i**). 

Il est plus facile de démontrer d'abord la convergence sous cette supposition; 
nous nous en débarrasserons ensuite par une petite complication (^) de la méthode 
originale : nous définirons la fonction 4'- comme la fonction harmonique du do- 
maine T ayant les dérivées normales 






(14**) -r^ = «/v à la surface «•, 



et nous définirons les fonctions successives //y, <♦'•, tVy au lieu des équations (12), 
(i3) par les équations suivantes : 






® r= /*, ' à la surface a, 






! / "i d-z— ^ i»; d-z — i w\ d-: — o 



(») A part des cas exceptionnels, où il faut partir, au lieu des fonctions /i,/i, /,, des fonc- 
tions 

A -F,, /,-F„ /,-F„ 

F,, F,, F, étant des fonctions pour lesquelles on peut très facilement donner les solutions 
du problème 

au' _ ^ à^ r ,^,d'. \ p 

"dv' -""8^ dï^J/^ T^it" cos(v^)~u'(v;:)]---J, 

(voir le ihcorcme III" du Chapitre 1). 

(«) Je n'avais pa* encore ajouté celte complication à ma Note dans les Comptes rendus 
(t. CXLVl, .908, p. 578>, je m'y suis borné à diriger lattcntion des lecteurs à ce Mémoire 
plus étendu. 



1 . 
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et 






îll'^ =-3 



dv 



àl^'j-, 






— ^[("y-1 — '•y-i)cos(vy) — (o^.j — 1d;_,)cos(v5)] 






= -3 



(h 



271 oyavj^ ' * /• 






(14^) / 



— 2 [(«y-i — ■*/-! ) C0S(V5) - (w^.j — •»}_, ) cos(va:)] 



I à la surface <j 






= —3 



<?«/y_; 



air ozovj^ ' r 



<?W> 



-i 



2[(»}-t — '«•y-i)cos(vj;) — (u;_, — 1i;..,)cos(v7)] / 

Xu'jdT=^ I Vjdr=^ I w'j dz = o. 



en posant 



(.4") 



.^cos(v,)J_, 



V - 



m^^eos(v.) 



W' 



i r[à^'j , . (^4^; , .id(j 

= 7— / -i"C0S(vv) t2^cos(vj:) — 



(7z=o, 1,2, ...): 



alors nous verrons que les séries 



; u' z=zu' -^ u\ H- 1/1 4- 



V' =V' -^ç\ 



tv' = Mfft -4- W\ -+- MP', -h 



(i40 



U' 


u; 


+ 


u; 


4- 


u; 


v 


v; 


+ 


v; 


+ 


v; 


w 


w; 


+ 


w; 


+ 


w; 



seront absolument et uniformément convergentes (*) dans t avec leurs premières 
dérivées; elles représenteront des fonctions harmoniques de t, continues avec 



(*) Voir la Remarque (*), page 170. 
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leurs premières dérivées et satisfaisant aux conditions limites 






8ir dxovj^ 



de 
r 



âV 



L[{m' —W) co8(vy) — {»' — V) cos(vz)] -t- ^ 



A 
4 



(i5) 









Su dyàvj^ r 






- [(«'— *') cos(v5) — (»' — W) cos(vjr)] -+- ^ 



4 



à la surface a. 









L [(o' — r ) cos(v^) — (tt'— »') cos(v7)] -t- ^ 



4 



Les fonctions 



(i6) 



«=4(«' — U') 



V =4(„'_V') -h 



.r:=4(H''— W) 



27r do? Jp r 

-# A'- 

271 àzj^ r 



seront des solutions du problème (lo**), (lo*). 

On peut ajouter à chaque système de solutions du problème (lo"), (lo*) ou 

(i 1**), (i 1*) les expressions 

a-\-ctZ —c^y, 

c -hc,y — C,J?, 

a, 6, c, C|, C2, Cj étant des constantes quelconques; nous pouvons rendre les so- 
lutions uniques en ajoutant par exemple au problème (lo**), (lo*) les conditions 



j n dr= I i>dT= I wd-c :=o; 



au problème (i i**), (i i*) les conditions 



ju' dx =Çv' dx = jiv' dr = o, 
Jn' dx = To' dx = fxo' dx = o. 
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Dans le Chapitre II nous allons résoudre le problème fondamental (8), (9). A 
Taide des méthodes données auparavant, nous pouvons trouver successivement 
des fonctions Wy, t'y, Wj(J = Oj i, 2, . . .) harmoniques dans t et satisfaisant aux 
conditions 



('7) 



dv 



8ir dz dv J^ " r 



- [w; cos(v7) — »; cos(vs)] =/, 



^[u; cos(v5) — 1»; cos(va:)] =/, 1 ^ '* 

* j surface <r, 

I 



- [»; COS(v;r) — u; C0S(V7)] =/, 



Jf m', d-c= I i»', rfr = / «^, rfr = o, 

Jf u; dT = I o; dr = I w'o ûfr = o, 






~d7 



^ + ^ ^y-i cos(va;) - i [«.;_, cos(vy)— »;., cos(vs)] 

= IT^ + ^^y-icos(vv) — ^[u}_,cos(v;;)-u);^jCOS(vj7)] 



(i8) , 






-^ 4- ^ 0'j_, cos(v5)— i [o}_, cos(vj?)— u;._, cos(vj)] 

/ ujdr = I i^jdz= I wp^ û^T — o, 

Xn'jdT z=z j Vjdz ^= j m'j dz = o, 



à la surface a 

(7=1,2,...), 



et les séries 



(19) 



«' = ««-+- 



i^' = V' -h 



fV 



= t^o-h 



Ai/ 
A«/j 



A«£/; 

A«r; 
A'fv; 



• » 
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seront des fonctions harmoniques, continues avec leurs premières dérivées dans t 
et satisfaisant aux conditions limites 



du' 
dv 



Stt I 4- a dj7 



dv J^ r 



T-O'cos(va?) rw'cos(vy) — o'cos(vz)] -h/, 

2I-+-A a"- ^^^ \/jyi 



di/ 
dv 



I I 



(20) 



Stt I -h a d^ 



ày dv J^ r 



^0'cOS(vy) [u'cOS(v^) — w'C0S(vJ7)]-h/, 



à la 
surface ?, 



df^ 
dv 



__ J I d^ r^,^ 

Stt I -h A d^dvj^ r 



I A 



T-0'cos(vz) [0'cos(vd:) — u'cos(vjr)] -h/, 



pour tous les nombres A, pour lesquels nous pouvons démontrer la convergence 
absolue et uniforme des séries (19) et de leurs dérivées dans t. 

Nous pourrons démontrer cette convergence ( * ) aussi longtemps que 



(ai) 



|A|<i, 



mais il nous sera possible de résoudre le problème (ao) aussi dans les cas 

IAI51, 

si A n'appartient pas à une suite infinie de nombres 



'<|Ai|<|A,|<... 



ayant un point essentiel à Tinfini. 



(}) A part des cas exceptionnels, où il faut partir, au lieu des fonctions /t, /s, /t, des fonc- 
tions 

/i — ^"i ^ /î — Fji /s — Fj, 

Fi, Fj, Fs étant des fonctions pour lesquelles on peut très facilement donner les solutions 
du problème : 

au! Il à^ r t., di \ S. tv, ï I / I , X. ^ 

-- =— ' -— — / 0' 1 -6'cos(va7) [» cos(vv) — o'cos(v5)J h- F,, 



(voir le théorème VI« du Chapitre II). 
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Pour 



(22) 



A=A 



(y'rrzl, 2, ...). 



il sera possible de trouver des fonctions harmoniques Uy, Vy, Wj ('), continues 
avec leurs premières dérivées dans t et satisfaisant aux conditions limites 



âV\ 



(h 



d\\ 



(23) 



dv 



Stt I -+- Ay ôxâ^J^ ^ r 
H- ^7:f:^^}cos(vx)--^[1«l^cos(vy) — ■»;cos(v2)] 

^___ j I ùi_ r^, dz^ 

Stt i-h Ay àyd^j^ ^ r 
'^ \ ;-^©;C0S(v^)- ^[11}C0S(v^)— 1«i;C0S(va:)] 






/ 



> à la surface o-. 






Stt I -h Ay àzâyj^ ^ r 

H ^0yCOS(V5) [»yCOS(vj?) — Ilycos(vy)] 

2 I -h Ay ■' 2 "■ ' ' N ^ 'j 



En posant 



(24) 



M = (IH- 



i' =(l-l- 



M' :=(!-+- 



A)/ -h 5- :r- / B'—i 

A) «"-h 5- ^6'—y 



(25) 



)t = 



I 4- 2A' 



a', (^', tv' étant déBnies par les séries (19), on verra que les fonctions a, if, w re- 
présentent les solutions du problème fondamental (8), (9), si 



(26) 
Pour 



*>î 



k = ki^ 



I 4- 2 Ay * 



il y aura des triplets de fonctions Uy, Vy, Wy continues avec leurs premières dérivées 



( ') Que nous uppeileroiis les triplets biharinonifjues de seconde espèce 
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dans T et satisfaisant aux conditions 

ATT I ^^J 

(28) { AVy -h kj-^ =0 ) dansr. 



AWy-+-^; 



dSj = o 
dz 



-^ = ' ^ ^ eyC0s(v3?)— ^[Wycos(vy)— ■»yCOs(va:)] 

(29) { --j-^ 1= ^0ycos(v/) [UyC0s(v5) — Ittycos(vx)] } à la surface a. 

-^ — ' ^ ^ eyCOs(v;;)-- i [1^yC0s(v:r) — 11yC0s(v/)] 

Nous appellerons ces iriplets /e^ triplets de Cosserat de seconde espèce, en 
analogie avec les triplets de Cosserat de première espèce Uy, Vy, Wy, satisfaisant à 
des équations de la forme suivante : 



AUy H- kj ^^ z= o 






(3o) ^ AVy 4- Ary-j-^ = o ) dansr; 

Uy=OJ 

(3i) I Vy — o > à la surface o". 

Wy==o) 

Nous pourrons aussi facilement résoudre le problème général (i), (2), où les 
fonctions X, Y, Z ne sont pas nulles, et nous considérerons les développements en 
séries procédant d'après les triplets de Cosserat de seconde espèce. Dans le 
Chapitre III nous traiterons comme exemple de la théorie générale le cas de la 
sphère, pour lequel la solution a déjà été donnée pour la première fois par Lamé ( * ) 
et plus tard par d'autres savants de plusieurs manières différentes; MM. E. et 
F. Cosserat (*) ont les premiers représenté cette solution à Taidc des triplets Uy, 
Vy, Wy de seconde espèce; notre théorie est donc une généralisation de la solution 



(*) Journal de Mathématiques , l. XIX. i854, p. 5i. 
(*) Comptes rendus, t. GXXXIII, 1901, p. 271. 
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de MM. Cesserai pour des surfaces quelconques ne satisfaisant qu'aux conditions 
très générales d'être fermées et de posséder en chaque point un plan tangent unique 
et deux rayons de courbure principaux bien déterminés. 



CHAPITRE L 

LE PROBLÈME PRÉLIMINAIRE ET LES TRIPLETS PRÉLIMINAIRES, 



1 . Soient /l , /a, /a trois fonctions données à la surface t, continues de telle ma- 
nière que l'on ait 

A constante fiuie 

(32) |/y(^î,yî»5,)— /y(d:„7„^j)l<Arf, (y'=i,2, 3) 

w>o, 

pour deux points (^1,^1, ^i) et (^25^27^2) de la surface o* quelconques dont nous 
désignons la distance par /*i2 et satisfaisant aux six conditions 

(33) fAd(T= fftda= f/,cia = o, 

(34) f(.y/t-sA)d<f= f{s/,-x/,)d<T= C{xJt-yf,)da = o% 

nous construirons successivement les fonctions harmoniques de t 

«'0» ^i» *^o» "1» ^\ «^n "i» <'î *^t» 

satisfaisant aux conditions (12), (i3); nous nous assurerons d'abord de l'existence 
de toutes ces fonctions, nous démontrerons que toutes ces fonctions ont des dé- 
rivées premières continues dans t, et nous examinerons la convergence des séries 

m 

v' = s/^ 4- \v\ -h X* r; -4-. . ., 

en désignant par X un nombre réel. 

Nous pouvons d'abord affirmer que les fonctions harmoniques i/^, v^^ w\ exis- 
tent et possèdent des dérivées premières continues dans t en ayant égard aux 
relations (33), (34) et à la supposition (32) (t;o/r A. Korn, Abhandlungen zur 
Potentialtheorie, 2* Mém., p. S-g, Ferd. Dummler, éditeur, Berlin, 1901). Nous 

Fac. de T., a» S., X. 23 
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remarquerons qu'à la suite des relations (33) on a 



r-è 



d(j = , . .z=o. 



Si nous posons 



(37) /.=-3^ -^;]^jrs. y -=«[«'. cos(v5)-«.;cos(vx)]. 



nous aurons 



( 38 ) f/i de =Ja à<7 =f/'. de = o. 



puisque 



(j 
et 



-2yKcos(vj)-o;cos(i'^)]t/cr = 2y(^^-^^r/T, 



• • • • 



Toutes les dérivées premières de w^, i^^, w\ seront, à cause de la condition (Sa), 
continues dans t de telle manière qu'on ait 

||i>l«i (^J» Vî, 5,) — D, w; (^,, V„ 5,)| j 
|Di^i (^î, yj, -î) — l>i«''o ('a?i>/i>-i)l ? <const. fin. /-f,, o<tîj<i 
1 i>i <(^t. yx> -1) — i>i < (-2^1, yi» -i)l ) 

{}) On a, en effet, d'après les théorèmes II et IV de mon Mémoire Sur les équations de 
l'élasticité (Annales de l'École Normale, 3* série, t. XXIV, 1907, p. i5 et aS) et d'après 
la méthode de la moyenne arithmétique, le lemme suivant : 

La /onction harmonique F admettant les dérivées normales f à la surface a, conti- 
nues de la manière 

P constante finie, 

0<TiJ<I, 

aura des dérivées premières continues dans z de la manière 

I Di F(ar,, j^t. ^î) - D, F(a?,, ^1, z,) | f (Ci p -+- C, max. abs. /) /'ï»,, 
Cl, Gt étant clés constantes finies ne dépendant que de la surface ^ et de xa. 
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pour deux points (xt, y^, Zt) et (^2,>'2î ^2) quelconques de t, dont nous dési- 
gnons la distance par r«2. En ayant égard au théorème II de mon Mémoire Sur 
les équations de l^ élasticité {Annales de V École Normale y 3* série, t. XXIV, 
1907, p. 29), on trouvera 



/î (-3?!, /„ 5,) — /; (art, jKi, ^i)| 
(4o) { |/i(^î,rî,52)— /,'(^i, Ji,-i)| } ^const. fin.r^,. 



et, à la suite des conditions (36) et (4o), nous savons maintenant que les fonc- 
tions u\ , v\ , w\ admettant les dérivées normales 

(^'> ^=/''' ^=/«' ^=/'' à la surfaces 

seront continues dans t avec leurs premières dérivées. En procédant de la même 
manière pour les fonctions harmoniques Wy, Vj, pp' (y == 2, 3, . . .) définies par les 
équations (i3), on trouvera successivement que toutes ces fonctions harmoniques 
seront continues avec leurs premières dérivées dans tout le domaine t. 

Avant de nous occuper de la convergence des séries (36) nous allons démontrer 
trois lemmes qui nous seront utiles ensuite. 

2. Lemme I. — Soient 

u'jf vj, w} (y = 0,1, 2, ...,/>) 

p -I- 1 triplets de fonctions harmoniques dans t, continues avec leurs premières 
dérivées, et supposons la continuité des premières dérivées de telle manière 
qu^on ait 

By étant une constante, 

(42) |«}(^j,rj,^,)— «;(art,yi,>5,)i<B;rf,, ..., o<ct<i 



y = 0, 1, 2, 



> fy 



pour deux points {x^^y^^ Zt ) et (xa, j^2> ^2) quelconques de t, dont nous dési- 
gnons la distance par rj2 ; posons 

Iu' =z «0 w'^ 4- «0 "i -H* «j «i H- ... -4- «y, u'pf 
v' =(Xov'^ H- «1 ^'i H- «1 ^'i -f- . . . -f- ap v'p, 
w'= «o^ï^'o -H «iwj -4- a,iv', -4- ... -h «p iv'pf 

(44) B'=:«oB;-f-«,B;-+-a,B;-f-...-hapB;, 

ao, ai, a2, . . ., a^ étant des constantes réelles satisfaisant à Inéquation 

(45) «; -haj -ha* -h...-l-a*=:i. 
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ei définissons les trois fonctions harmoniques ul^ i^, ^ par les conditions 

alors on pourra toujours choisir les constojites a^, ai, a^, •••> «^ de manière 
qu'on ait 



(47) 



^(tt'i^. ,'1 4- B^î) ^7 = e^ Ab'« 4- ,'î 4- »'î) Jt 4- c'p B'S 



où tp et t'p sont des nombres positifs qu^ on peut faire aussi petits qu'on veut en 
agrandissant p^et qui ne dépendent nullement du choix des fonctions Uj, Vj cr'-, 
ou 

(48) î = £^I-*-£'^B'% 

en posant 

(49) { '_ _ _ 

î= ^(u'«-4-o"-^w'-)^7• 
Nous pouvons toujours partager le domaine t en m parties, où m est égal à ^ou 

au nombre entier le plus proche en dessous de ^9 de manière que dans chaque 
partie la distance la plus grande entre deux points de la même partie 

(5o) '•iî<î7=> 

Vf 

a représentant une constante finie ne dépendant que de la surface 7, et qu'on ait 

/ tt' t/r = o, 

r? Jt = o, 

j w' dr=zo 

pour chaque petit domaine t/; ces relations représentent en effet p (ou moins) 



(5i) 
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équations linéaires et homogènes pour les/? + i constantes 

OCo» ^l> ^î> • • •» */» 

qui doivent encore satisfaire à Téquation 

a J -h «î -4- «î -h . . . -4- aj =: I . 

Comme nous pouvons écrire les équations (46) définissant les fonctions e/', i^, iv' 
de la manière suivante : 

à H ^ , i à r^,d'c i â r ,dr ^ i d r ,dT\ 
ây \ 27r àxj^ r 27r àyj^ r air âzj^ r ) 

= ( -r T- / W' r— r- / » ) — 2 [w'cOS (rV) — o'COS(i'^)l, 



r 



les fonctions harmoniques 

-7 o / ^ à r^^d-c I d /• ,<iT ^ à r 
a'-h3a'H -7- / 3-1 w 1 -T- I 

271 C^»l? Jç /• 271 C;/^^ r 271 ozj^ 

donc aussi 

II', i'', fv', 

auront des dérivées premières dont la continuité satisfait dans tout le domaine t, 
en raison de la supposition (4^)) ^ux conditions 

(52) |tt'(^î,yî, 5î)— û^(ar„yt,^i)l<[cimax,abs.(a', o',w')4-c,B']rf„ 

pour deux points {JC^JJr^yZ^) et (^29^^29 ^2) de t quelconques dont nous dési- 
gnons la distance par rt^] c^y c^ étant des constantes finies qui ne dépendent que 
de la surface <r et de m (* ). 

En ayant égard aux équations (5i) on aura, pour chaque point {\r^) de chaque 
domaine t/, 



(53) tt'($t,Ç) = :i r[u'(|nÇ) - u'(^,y, O] *, 



• > 



donc [en vertu de (5o) et (Sa)], 



l^($t)Ç)l^[cimax.abs.(u',0,'u)')-hc,B']^^^ 



xs 



(*) Ann. Éc. Norm., 3* série, t. XXIV, théorème II, 1907, p. 29. 
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et 

(54) y*(î?î-hï^-h;i;^0*^î^l[max.abs.(u^o^w')]«+C,B'«jJ^ (M; 

or, U', O', m' étant harmoniques dans t, on sait qu'on a 



(55) |u'|= -^4 /r(u'*H-p'*4-w'*)rfT-t-p''B', 

où c est une constante finie ne dépendant que de la surface 7, et où p est un 
nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut. [Voir la remarque 
page 8.(7 de mon Mémoire AUgemeine Losung des biharmonischen Problems 
im liaume (Bull, de Cracovie, 1907).] 

En choisissant convenablement p, on pourra donc d'abord, dans l'inégalité 



(56) 






faire c' aussi petit qu'on veut, et, en choisissant après p assez grand, on pourra 
aussi faire e aussi petit qu'on voudra. c. q. f. d. 

Lemme II. — Soient u\ r'; iv' trois fonctions harmoniques dans t, continues 
fïirc leurs premières dénWes, et supposons la continuité des dérivées pre- 
mières de telle manière quon ait 

. ^, B' une constante donnée, 

ù:) I »'(-«'t»rt* 5t) — »'(-«'i»yM 5,) I - B'rf,, 

o<«J<i, 

pour deux points (X|,^Vi* 5i) et (xj, y^. z^) quelconques de t, dont nous dési- 
gnons la distance par r^; déjinissons tes ti^is fonctions u\ p', i^ par les con- 
ditions 

V***^) ^ ^ surfaces, 

I «'</r= / r rfr= / tr*rfr = o; 
alors on aura toujours pour deux points (x^^y^^s^) et (xj,^,,*,) quel- 



iM Cl, 0«t <^Uiil àt noiiTtaii deii\ coasuntes finies ne dépendant qne de la surface 9 
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conques de t dont nous désignons la distance par Tjq 
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(59) 



U\^uyiyZi)-^'{oo,,y,,z,)\l(^-^i/ ..., 



oà c est une constante finie ne dépendant que de la surface <r et de rs, e un 
nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut, si nous ajoutons la 

SUPPOSITION 

(60) (*) ui= u'cos(vj7) -h o'cos(v/) -4-u)'cos(v5) = o, à la surface c. 

Comme nous pouvons écrire les équations (58) dans la forme (46) ou, ce qui 
est la même chose, 



/ à 



(61) 



iTz axj^ r 2 TU oyj^ r it: ozj^ r 
'JTu \ dy(h e âzdy «/* 



) 



nous aurons, en ayant égard à la méthode de la moyenne arithmétique (*) et à 
rinégalité 



Jr dz\^ 
f u — <consl. fin. 



max. abs.(u', 0', w') 



H,B', 



e, étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut, à la surface 7 : 



u 



(62«) 



o , ^ à r^,dr I d r ,dT i â r ,dT 
iTzaxJ^ r ^TiàfJ^ r ii: ôz J^ r 

:=.±.(± f^'^^± r^'^\^E 

^T^\àyJ^ r àzj^ r) ""' 



(1) Cette supposition est essentielle pour notre démonstration; elle nécessite la complica- 
tion de la méthode mentionnée page 5 {voir n* 4). 

(>) Voir le raisonnement tout à fait analogue pages 52-54 de mon Mémoire Sur les équa- 
tions de l'élasticité (Ann, Éc, Norm,, 3* série, t. XXIV, 1907). 

(•) En désignant par Dj une dérivée seconde quelconque. (Voir HôldbR) Beitrâge zur 
Potentialtheorie, Thèse de Doctorat, Stuttgart, 1882.) 
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les premières dérivées de S HZ étant continues de la manière 



(62*) 



|D,Z(x„y„«,) — ^i-(^i»Ji.^i)l 

-F . « max.abs.(ii', a', ») «,!.-, 
< const. fin. ' — - -h CtB' rf„ 



(63) 



ea étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut; on aura donc, 

à la surface t, 



M' 



air àxj^ r 



où i'Vs' ^o'^^ ^^^ fonctions continues à la surface 7 de la manière 



(64) \l\^uyi.^t)- 



î'(-Pi, yi» -i) I ;: const. fin. ^^^'^ ^^' ">'^>" 



-h€. 



B']rf., 



•••» 



es étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut; ou 



u 



(65) 



C06(va:) / u' — 

271 [^ |c;j:(7vJ, r 



cos(vy) 



C0S(V2) 









( » ) On a 






en posant 



(*) En désignant 



ni = u' cos(var) H- »' cos(v^) h- »' cos(v z). 



dx&i 


i-he 


d^ 




dx&t 


âx (N 



nous ne mettrons du reste pas Tindice i quand il n'y a pas d*ambiguïté. 
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Comme on a ( * ) 



(66) 






cos(vj:) 



dx 






/-»-<? 



(67) 



cos(vj) 



C0S(V5) 



dx &j J^ r 



où ifiOiJ^i, $2^02^2 sont continues à la surface <r de la même manière (64) que^'V^î'» 
on arrive aux équations très importantes pour notre méthode 



u' 



(68) 



10' 



i d r ,d(j y 
27r àxj^ r ^ 

i d r , dd 

27r az J„ r 



i, Y), Ç étant des fonctions continues à la surface u, de telle manière qu'on a, pour 
deux points (j7|, j'<, z^) et {x^^ y2i ^2) quelconques de c, dont nous désignons la 
distance par rx2i 

(69) |g(^..r..^.)-$(-r...y..^.)|^[const.fin. '"^'^-"''';i"''''''°''^ H-e'B']rf. 

e' étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut. 
Comme on a 



où p est un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut, on peut 



(*) Voir Ann, Éc. Norm., 3* série, t. XXIV, 1907, p. 3i, et Comptes rendus, l. GXLIII, 
1906, p. 673 [formules (4) et (5), dont la première doit s'écrire 



— ==1 f 



e^--i.v, 

r 2R 



si V désigne la normale intérieure^ 
Fac. de T., 2* S., X. 
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écrire les inégalités (^9) ainsi : 



lU-^t* yi> ^1) — U^if y* ^i)\ 



(70) 



(consl. fin. / /* „ ,, ,^^ 



')r^z-h€ 







en posant 



pC'zzre'*, E=z2e'. 



Jusqu^à présent, nous n'avons pas encore fait la supposition 



Uvi=o: 



si nous ajoutons cette supposition, les équations (68) et les inégalités (70) 
démontrent aussitôt la proposition de notre lemme II. 

Lemme III. — Les fondions successives Up v'j^ w'j (y =0, 1,2....» définies 
par les équations (1:1), (i3) remplissent l'identité 



(70 j^(«/-+-'7 + «/)^T 






En effei, posons 

r o / \ ô r ^, dT 



on aura 



(73) 



^ Al/y^-2^^, 



â,r 



dans 7, 



( -^ — — 2[Wy _,C0S(VV) — 0}_,COS(V3)], 



à la surface a. 



donc 



» 



d'une manière analoguo, on trouvera 



\ ÔUj t)Uj^i 



J*V ^*7-i 



- J j yVLjVi. . Py , -}- BP^ »^ > t/7. 






. )fl^T 
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et aussi 



duj duj^x 
dx àx 



~l • • • t" 



dx dx 



dx dx 



H- . . . Wt 



donc 



/ (uyti}+ oyo^H- WyWy) rfr-J (uyv,u}_, -h tiy^,o;_, -t- Wy+iWy.,) rfr, 



ou, comme on a, en vertu de (72), 



(74) 



tty = Wy-4-3ti}_j, 



Wy4.i = «y+,-4-3u}, 



on trouve 



=/[("y+l-^-3l.;)u)_,4-(D}^,-^3D;)ll),,4-(«}^,4-3«^)tl,;_,]^T, 
d'où Ton tire immédiatement l'identité (71). 



3. Définissons les fonctions successives 



«y, v'jf ^j (7=0,1,2,...) 



par les équations (12) et (i3), et posons 



(75) 



(76) 



Uj = 

.H 



<XoUj 

I 



«iWy+1 



Vi =a.Vi H- 



WiZ=z 



By 



«o«^y 

«oBy 



«*('' 



«lBy+, 



«î"y+î 
«t^y+t 

«î^'^y+i 

«îBy+j 








•D 

i;'=2l^XVy, 



w^^z^yX^w^;; 



nous allons démontrer que nous pouvons toujours, pour un X quelconque, mais 
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fixe, en choisissant /> assez grand, choisir les constantes 

OCq» ^i> ^î> • • •> ^p 
de manière qu'on ait 

(77) aÎ4-aî-haî-t-.^.H-aJ = i 

et que les séries a'', i'", «^ soient absolument et uniformément convergentes (•) 
avec leurs premières dérivées dans tout le domaine t. Elles représenteront des 
solutions du problème : 

_)r3— I à^ r^dr f 

'[ dv "^ air (^J7{h; 7t '^ / à la surface cr, 

(78) / -h 2W'C0S(V7) — tl^C0S(VJ5) 



/ u" d-C =r I v'd-C^^ f w' dT=: O, 



Soit m un nombre fini quelconque, mais fixe ; alors on pourra choisir les con- 
stantes 

«0» ^i> ^î> • • •> ^p 
de manière qu'on ait 

puisque Uj,^_,, U*^_,, IM*,_, satisfont aux conditions 

I «»m -, i'^t* yu -j) — <«-i (^1, yiy ^1) I ) 

où £;, et e' sont des nombres positifs qu'on peut faire aussi petits qu'on veut en 
agrandissant/? (lenime 1). 



(*} En faisant d'abord la supposition 



pour chaque y = 0, 1,2, . . .. 



W/v = o 
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Le lemme II nous apprend 

^-_ const. fin. /î — -^„ ' , . . 

B;< 5 V^Iy_, 4- £By_, (y=I,2, ...), 



Où 



(81) Iy=y(u}>H- D;«-h w}»)* (y = o, I, 2, . . .), 

e étant un nombre positif qu^on peut choisir aussi petit qu'on veut; ou 
(8,) B}'^ ^°"'^-f"- Iy-. + eB}!.. (y = i,3, ...,m-i), 



e*"- 



e étant de nouveau un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut. 
Nous multiplions les inégalités (82) par 






et additionnons ; alors nous trouverons 



(83) B"„»_, % S^Hii^Hl (!„_,+ el„_, + . . . + e«-«I,) + ."-BV. 






de façon que l'inégalité (79) peut s'écrire ainsi : 



6' 



(84) I„5epU_,-t- const. nn. _^(I„_,+ eU_,-+-. .. + e»-'!,) + £;,e'«-'B;'. 



r- 



Nous allons démontrer que nous pouvons donner à l'inégalité (84) la forme sui- 
vante : 

1;,,+ gI;H-iH- . . . + £^-'I| -f- /X;^e^Io-h e^By ^ r 

l^m — ; , / > Hm-1 — j ' 9 

£ représentant toujours un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on 
veut; en effet, nous pouvons toujours faire 

e;,^ 2 v/ê — e, «^,5 2 v/ê — e. 
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et 






« «^ 



de manière que nous pouvons écrire Tinégalité (84) ainsi : 



ou 



!«. -I- ïim-i -I- . . • -+- ï"-' I, + £" b;» 

= a >/7( I„_, H- e U_ H- . . . H- î—M, + £"-• B;» ) -+- a e—' 1, ^f*„_, v/ë - i (x^ e) , 

et ce n'est pas autre chose que l'inégalité (85) que nous voulions démontrer. 
Nous allons démontrer ensuite qu'on aura toujours les inégalités 

^ l'+£l,-t-fx,tM.-<-e'B;' ^ 

< i,h-,*,£I,+ £b;' < •• 

U+ £U-| + ■ . ■ + £*-' Il 4- f*t£*I, -H £*Bâ* .._ a . 

< U_, + £ I*_, + . . . + £*-• 1, H- p*_. £*-• I. + £*-• B;« ^*->'* *"'• 

En effet, le lemme III nous donne les identités 

y ("À* +»'*' -I-»V )A= y(«'*-i«;U,H-»l-,»'*+.-i-»;-i«'J+i)<'r» 

> 

e*-i Au-jî ^ b;î ^_ n,;î ) ^^ - e*-i A „j „; ^_ p; pj ^ «j „; ) ^^^ 
En additionnant toutes ces identités nous trouverons, à l'aide de l'inégalité de 



(1) On s'aperçoit facilement que cette inégalité peut toujours être remplie par un jd indé- 
pendant de m. 



1 . 
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Schwarz, 

(87) (U-t-£U_, + ...+ ï*-«l, + ;X*£*I.-|-£*B;»)» 

= (I*+,H-£lt +...-+- e*-'I,-t-fiit^.,£*-^' I.-+-e*+«B;«) 

X [ I*. , + e U_, -+- . . . H- £*-» I, -t- e* - ' ^ -h -^J I. -t- e*-' B;'! , 

ou, comme on a toujours 
c'est-à-dire 

(88) (l^-+-eU_,-l-...-l-€*->l|H-fjL*6*Io-h£*B;«)« 

X ( U_, + e U-, -h . . . -h e*-Mi -+- fx^_, £*-» lo -+- £*-« B;» ) ; 

ce sont les inégalités que nous voulions démontrer. 

Nous sommes donc arrivés au résultat suivant : 

Soit e un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut; alors nous 
pourrons toujours, pour un m entier quelconque, mais fixe, en prenant le nombre /? 
assez grand (* ), choisir les constantes 

*o> *i> *«> • • • ♦ */» 
de manière qu'on ait 

,„ . ii-hfx,£ip4-gB;« ^ i,-h£i,-^fx,£«ip4-g'B;« , 
^""^^ 4I0-HBV < i,-+-fx,£io-h£B;« <••• 

^ U_,-h£l;n-t + ...4-£^-'l,4-fX;n-lg^-'Io-H£^-'By 
< U_,-h £l,„_i -+- . . .-+- £'«-»l, -h fX^^,£'»-»Io-h e'«-«B;« 

U -H £l;n-i -4- . . . -^ £^-' 1| 4- fX,n£^loH- £^^By ^ r- 

<U-,-h£U>.H-...-+-£— «l,-hfX,„_,£— 'Io-h£— >B;^<''^'- 

Après avoir obtenu ces inégalités nous pouvons continuer d'une manière 
connue : 

Considérons les constantes 

^(/«) /»("») /yf"«) /»'"»> ^«\ 



(>) Sans que/7 dépende de /ra. 

(*) J'ajoute les indices (/it) pour exclure toute ambiguïté. 
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satisfaisant aux inégalités (89) pour un m donné comme les coordonnées d'un 
point de la sphère 

(90) «*-+-«}-+- «5 -h. ..-h«J=i 

dans un espace de/7 + i dimensions; alors les inégalités (89) auront lieu pour un 
certain domaine dm* 

De la même manière nous pouvons choisir les constantes 

^(m-hl) ^(/n+t) „{m+\) ^(m+l) 

**0 > I » t » • • •» **p • 

de manière qu'on ait les inégalités 

I»-i-fX,gIo-4-gB;'^I,-h£l,-hfX,gMo-4-gMC 



(90 



4Io-hb;« < i,-+-fx,gio-hgB;« 



U -4- glm-i-^- « » » -H £^"'I| -^ f^mg^^lp-t- £^B;' 

^ U-Ki4-£U-^-.--Hg^Ii-HfJL^^|g^-^np-hC^-^*By ^ /- 
< |,„-HgU_,-h...H-£'«->l,4-fX^£'«Io-+-g'~B;« <'*^*' 



Ces inégalités auront lieu pour un certain domaine (^m+i de la sphère (90), con- 
tenu tout à fait dans le domaine dm. En continuant ainsi, on voit que le domaine 
àm+2 doit être contenu dans (^/«^.i, le domaine d^^^ dans d„i^2t ^^ ainsi de suite; il 
doit donc exister un système de valeurs 

de telle sorte que les inégalités (89) aient lieu aussi pour un m croissant indéfini- 
ment, et, en choisissant pour 

OL^OL^Oix. . ,(X.p 

ces valeurs dans les équations (75), on aura 

(9^) y*(«7H-p}« + «>7)t/T=(4ioH-B;«)(2v/iy 



(7 = 0, I, 2, ...)• 



Si \ est un nombre réel quelconque, mais fixe, nous pourrons toujours, en fai- 
sant 

(9-^) |2X«v^l<L» o<L<i, 



obtenir l'inégalité 



(94* ) A «7 + ^7 -H w? ) dr î const. fin. (lo H- B;« ) U 



(y =0» h 2, ...)• 
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En ajoutant les inégalités ^ 

(94*) l = const. n, ^^^ abs.(u}_,, p}_,, «}_, ) -f gB}_ J rf, > (y = i,Q, ...) 



[roi/' la démonstration du lemme 11, formules (68) et (69)], on arrivera, par une 
démonstration identique avec celle donnée pages Si-Sg de mon Mémoire Sur les 
équations de Cétasticité {Ann. Éc. Norm., 3* série, t. XXIV, 1907), aux inéga- 
lités 

\\Ju)\\ 
(9^) { |X>p;| j =const.nn.v^lo4-B;«ï7, o<L<i 

|X>«;|) 

(y = 0, 1,2, ...)> 
I ^^[«} (^î. 7t» «t) — «} (^1» ri» «1)] I ) 
(96) { l^^[«'J(^î,ri.^i)-«'}(^i.7i.-i)]| [ ?consl.fin.v/lo-*-B;«ï7/?, 

et comme on a, en vertu des équations (46')» 

I ^+1 -^^j\< consl. fin. max. abs. (u}, p}, w}) 4- const. fin.B}, 

I ^}+i (^1» ytf ^î) -^ ^(^1, /i, -,) — ^+, ( j?„ /„ 5, ) — ^( j:,, j'i, 5, ) I 
^ [const. fin, max. abs.(u}, p}, wJ) -h const. fin.B'Jrf,, 

on aura aussi 

(97) |ô}^,H-e;| = const.fln.v/ï7=rB?(y) » 

(98) |^+i(^t,7ît-t)-^^}(^î./i»-i)-ô}+i(^i»7i»-t)-^(^t»/t»^t)l 
^ const. fin. v^1o-+-B;« f^ j rf,. 

Nous pouvons maintenant conclure que la fonction 

(99) iîme;=ô;~(0;-he;)H-(ô;H-ff;)-... 

est bien définie dans le domaine t et continue de la manière 
(100) IHmôJCar^j'^js,) — limô}(X|,7„«,)| 

5 [const. fin. max. abs. (/i, /«,/,) -h const. fin.A]rf,. 

Fac. de T., a* S., X. 25 
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Les fonctions 

lim w"j 

sont bien définies avec leurs premières dérivées, et l'on a 

(101) —Urniv)- ^ lirai i;;=o, 

donc 



(102) lim0} = consi.. 



et, comme 



lim //y, limc'}, lim»»} 



doivent satisfaire aux conditions limites 



3-lim£/y = — s — r — r- / limS''!— , ••• à la surface or, 



on aura, dans tout le domaine t, 



limMy-hô-T- / limôy— = const., 



donc 



(io3) Iim^=o, 

de manière qu'on aura aussi, d'après (97) et (98), 

(104) I ^^^} I < consl. fin. v^û^W ï^ 

(io5) |V[ô;(d:„y„5,) — 0;.(arj,yj,5i)]|^const.fin.v^lo4-BVE/r?, 

et les séries 

représenteront, en effet, les solutions du problème (78). 



(y =1,2,. .), 
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On aura, d'après (gS) et (io4), 

6' 



n' 



(107) <, ,,/< Cl max.abs.(/„ /„/,)-+- C, A, 

I 

d'après (96) et (io5), 

(io8) { , ^^ ... ,, y<[C,max,abs.(/„/„/3)-hCtA]rf„ 

» (^i,yi,-i)— (^i,7i,î5i)| 



«'(•ï^t, 7î, ^t) — w'(^i, 7i, 5i) I 

C|, Co étant des constantes finies ne dépendant que de la surface o- et de ©, X étant 
regardé comme fixe. 

Notons ici une autre forme qu'on peut donner aux inégalités (107). On peut 
démontrer, de la même manière que nous avons démontré les formules (107), les 
inégalités suivantes : 

(109) { h' — »o I l^const. fin.v/li-hB;*, 



et, comme on peut facilement déduire de la démonstration du lemme II 

P^^const. fin. , - , «.''\_Le w 

B,< max. aDS.(Uo,Pp,Wo)-*-eiI>o, 



Si étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut, du reste, 

Iif I v>l|llSl* Il 11 • • t m M If V v« if 

M, I < : max. abs.(Up, p^, m^ ) -h e,B; , 



£3 étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut, 

Ii?î^^^^^^^^[max.abs.(u;,p;,iii;)]«-heB;«, 

Ci 

£3 étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut, on trouvera 

(iio«) |u^~<|^ '^''"^^;°"' max.abs.K,u;,<)4-eB;, .... 



• • • » 



iqC) a. koi\n. 

Ajoutons les inégalilés 
(i lo*) I u; I =: max. abs.(ti;, »;, •; ), 

alors nous obtenons le résultat 

(m") ■ I »'| = -max. al)s.(u;, •;,«>;) -h £b;, 

e étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut, et c étant une 
constante iinie ne dépendant que de la surface 7 et de lij. 

On trouve de la même manière, à l'aide des inégalités (io4), 

(III*) |9''|::|ô;|-h-raax.abs.(u;,ii;,w;)-i-eB;, 

4. Jusqu'à présent nous avons toujours dû supposer 

"/v = o 0=0» N2, ...); 

nous allons nous débarrasser de cette restriction par une petite complication de la 
méthode. 

Au lieu de défînir les fonctions successives 

Ujf «'y, «V 0* = o» '»^» ••) 

par les équations (12), (i3), nous les définirons par les équations (i4 ^ — d)^ et 
nous examinerons les modifications qu'il faut apporter aux raisonnements des 
n?* 1 et 3 en vertu de ce changement de définitions. 

On démontrera d'abord, comme au n^ 1, l'existence des fonctions successives Uj^ 
Vj^ iVy, leur continuité et la continuité de leurs premières dérivées; on trouve, en 
eilet, facilement les identités 



£ 



[«^;_, cos(vj^) — lî}_, cos(vz)]é?<j = o, ... (7 = 1,2, ...), 



nécessaires pour l'existence des fonctions successives. On a, en effet. 






^ ' 1 ' <^7 471 dyj^ dj r dy' 

^' dz 471 dzj^ Oj r ~' dz' 
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OÙ 

c'est-à-dire les fonctions ïly, Ky, H^'j sont les dérivées partielles d^une fonction y^^ 
par rapport à x^y^ z, donc 

-/[«;-iC0S(vJ^)-1I;..C0S(v^)]^<7^J(^-^)a.^O, ... 

(7 = 1,2, ...). 
D'autre part, si la fonction Ityv est continue de la manière 

I «/v(^t, y%, 5,) — u;v(a?„ ji, «,) I = const. On. /•?, 

à la surface a-, les premières dérivées des fonctions ij'j sont continues dans le do- 
maine T de la manière 

I Di +y (^1» /«» 5,) - D, 4/y(a?„ /„ «,) | = const. fin.rf, 

(voir la remarque page 178). 

Les modifications des raisonnements du n" 1 n'offrent donc aucune difficulté. 
Pour examiner les changements qu'il faut apporter au n^ 3, nous allons démontrer 
un corollaire pour chaque lemme démontré dans le n* 2. 

Pour rendre notre méthode bien claire, anticipons que le rôle des intégrales 



Au/-h»;»-l-w/)rfT 



sera maintenant joué par les intégrales 



0,3, jr,.,..,..„._jfj(g)v(^)V(^)-]. 

la fonction yj étant définie par l'équation 

/ /\ r ^ r \t cos(rv) , 

et pour ^intérieur et pour t'esftérieur de o-. 
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Corollaire du lemme I. — Faisons toutes les suppositions du lemme I, mais 

définissons les trois fonctions harmoniques u\ v'j iv' au lieu des formules (4^) 
par les formules 

O^j &j 2 7: Ojc d^j J, r ày f 

} à la surface a, 

, *.x -a[(«'-«')cos(vj^)-(p'-V')cos(v;;)] 

(ii5) ' 



{j'z^-r- I -T-ros(v3) ^cos(vv) — 



'j/', 'Y étant les fonctions harmoniques de t possédant les normales intérieures 

(116) --i-=uv, -^=iiv; 

dy cfv 

on pourra toujours choisir les constantes olqj ai, a^, ..., z^ de manière qu*on ail 



et 



«; -h «î -h a* -T- . . . -+- a* = I 



c,„jjr,...+...)*-£[(g)^...]*U.;B'.. 

où £;, Cl £^ sont des nombres positifs qu'on peut faire aussi petits qu*on veut 
en agrandissant /?, et qui ne dépendent nullement du choix des fonctions i#'. 



» I 



La démonstration est tout à fait analogue a celle du lemme 1. Nous |>ouTon5 
partag<r le domaine t en m parties, où m est égal i^ ~ ou au nombre entier le plu5 

proche en dessous do ^9 de manière que dans chaque partie la dislance la plus 
f^rande entre deux points de la même partie 

(118) r„r^, 



u< j 



7. représentant une constante finie ne dépendant que de la surface t. el qnVs 
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ait 



(n9) 



/ II' é/r = o, 
/ v' dz =^ o, 

/ W'd7=^0f 



à la surface a, 



pour chaque petit domaine t/ et du reste 

(120) a* -h aï -h aj -+-. . .-i-aj= I. 

Comme nous pouvons écrire les équations (11 5) définissant les fonctions u\ 
v\ tv' de la manière suivante : 

ov y «TU dx J^ r 

I — \ ( d^ r ,dz ô^ r ,dz\ 

— 2[(l»'--li') COS(vj) — (0' — lil')C0S(V5)] 

J^dr=J7'dr=J^dr = o, 
les fonctions harmoniques 

An oxj^ r 'in a/J^ r 371 (/^^^ r 

donc aussi 

w', (^', w'f 

auront des dérivées premières dont la continuité satisfait, en raison de la suppo- 
sition (4^)9 3UX conditions 

(121) I û'ix^, 7„ 5,) — ii^(^„ /„ 5,) I = [c, max. abs.(u', p', w') -h c,B']rf,, . . . , 

C|, C2 étant des constantes finies ne dépendant que de la surface 7 et de m. 

En ajant égard aux équations (119) on aura, pour chaque point (Ç. T|, ^) du 
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domaine t, 






ou, à cause de (i i8) et (121), 



I «' I < [^1 ^^^' abs. (u', 0', w') -h c,B'] ( iT= ) > 

<■"' ! '-XJ(©'-(f)"-(f)>'^x<=' 



i_i_ p'i_i. m 



")dr. 



5 I C, [max. abs.(u', »', w') ]* -t- C»B'» ! î^, 



Cl , G2 étant des constantes finies ne dépendant que de la surface 9 et de lij. Or, n', 

dy' dy* &ï' 
p', W', -rf^y -r"> -r- étant harmoniques dans t, on sait qu'on a 
^ Ox dy àz ^ ' ^ 



do; 









_ C 

< ~F 



OÙ c est une constante finie ne dépendant que de la surface 9 et de «9, et où p erl 
un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut. On aura donc aussi 



i«'i5 



dx 



dx 



_ const 



r'v/XK"- ^)'-] "-/[(gr-J *— ■ 



v/ 



et, comme on sait qu'on a toujours ( * ) 



jf[fê)'-"-]''^<'^""^^""-X[(^y^-]''^' 



(•) A. KoRN, Abhandlungen zur Potentiaitheorie, Mcm. V, Ferd. Duemmler, «dit., 
BeHin, 1902. 
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on trouvera 



'■-' i-i<^^v/il(--S)'-J^-XP)'--]''--°-'- 

En choisissant convenablement p on pourra donc d'abord, dans l'indgalité 

faire e' aussi petit qu'on veut, et, en choisissant après p assez grand, on pourra 
aussi faire e aussi petit qu'on veut. c. q. f. d. 

Corollaire du lemme II. — Faisons toutes les suppositions du lerame II, mais 

définissons les .trois fonctions harmoniques w', r', w^ au lieu des formules (58) 
parles formules (i i5)et (i i6); alors on aura toujours, pour deux points (0:1,^4,^1) 
et (^2, j'2, .^2) quelconques de t, dont nous désignons la distance par r427 



<-' <ii7î\/X[('-i)'-J--XL(g)*-J- 



-hsB'f,^,, 



où c est une constante finie ne dépendant que de la surface «• et de ni, e un nombre 
positif aussi petit qu'on veut, sans que nous ayons besoin d'ajouter la supposition 

«; = o, 

comme pour le lemme II. 

En eflet, la démonstration du lemme II reçoit cette modification qu'il faut 
ajouter aux seconds membres des équations (68) les termes 

4tï'— -T- / r^'cos(va:) — Iï'cos(vk)] — 

dfj 



l ^/[^'cos(v;î) - W cos(va;)] ^, 



ou 

I d f^, da 

... 9 



Fac. de T., a* S., X. 26 
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ef des termes qui salisfont aux conditions (69), et qui peuvent être compris 
dans ;. Tj, ^; comme on peut, d'après (1 12), poser ici 

aussi à des termes du genre Ç, Tj, ^ près, on voit que par notre modification on 
arri\e, au lieu des équations (58), aux équations 



„/ > 



(126) l 0' z=zn^ 






;. r^, ^ étant des fonctions continues à la surface 7 de telle manière qu'on a, pour 
deux points (^m^i, z^) et {X21 yiy ^2) quelconques de la surface 7 dont nous 
dési«^nons la distance par ri2, 

(«27) j L « J 

t étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut, ou, ce qui est 
la incme chose, d'après la démonstration que nous avons donnée à l'occasion du 
corollaire du lemme 1, 



z étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut. 

Corollaire du lemme III. — Les fonctions successives 

^'jy «y» «''y (y =0, I, a, ...), 
définies par les équations {\^ a — d)y remplissent les identités 

„.,jr[(,-g)-....]..jf[(g)v...]. 
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En effet, posons 

(129) „,= „;-H3«)..-4u;_. + ^^jre;..^, 



• ••> 



on aura 



auj =—2 -^ ' ,• ... dans r; 

(i3o) 



/ "x^ =—2 [(»y>, — Vy_,)cos(vy) — (Py_j — tiy_,)cos(v5)], ... à la surface 7, 



donc 



X[©)'— {Èh-- (5)'-]-"=' /[•/«-.-«;-. 



)+...] rfr ; 



d'une manière analogue, on aura 






et aussi 






donc 



A"y("y— "«y) -+-• • •] ^t= A«y+i(«y-i — «y-i) -+-• • 1 ^"r, 



ou, comme on a, d'après (129), 

(i3i) uy=i:ii^4-3u^._i — ^'^y-i, -.., Wy-hi= «y+i 4- 3*u^— 4 ^), 

Une transformation de Green noua donne 

f[Vj{n'j-n'j_,)-i-...-U'j.,(n'j^,-n'j)-...]dr 



fec-y-"/-.) + •• —«y-. ("y+. -«;) — • .]* 



=-X[w-'l'^:')^-W--'<'^)% 



rfcr, 
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et puisque l'on a, à la surface o-, 
on trouve 



de manière que nous pouvons écrire notre identité (i32) ainsi : 
(.33) |(„;^...)^.-£[(^)V...]rf. 

ce qui est identique avec notre proposition (128). 

Les trois corollaires nous permettent de conclure que tous les raisonnements 
du n° 3 restent valables pour notre méthode modifiée, dans laquelle nous n'avons 
plus besoin de la supposition 

iiyv = o, (y = ^» '» ^» • • •) à la surface a; 

nous devons seulement, au lieu de définir les intégrales \k par les équations 

les définir par les équations 

(i34) u=y(tti»+...)rfT-j [(^)*+---]''t- 

5. Après la solution du problème (78) par les séries (76), 

Ofo, «l, aj, . . .y OLp 

étant des constantes convenablement choisies, nous arrivons d'une manière 
connue au résultat suivant pour le problème, 

^-xf-s — — — -i^ r^,rfr^,£un 

r/ / *Mrx / X / / ♦./x /M ^ } à la surface a, 

— 2[(id' — IIÏ')COS(VJ^) — (0'— 13')C0S(V5)]-H/, 

(i35) 
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OÙ nous désignons par A' la fonction harmonique possédant les normales inté- 
rieures 

d'V 
(i36) -^ = ui, à la surface a, 

et 011 nous posons 

I (*). On peut toujours construire un système de solutions du problème (i25) 
pour un \ réel quelconque dont la valeur absolue est plus petite qu'un nombre 
positif m quelconque, mais fixe, dans la forme 

^^,_ P(X,a:,y,^) 

^ ^^ ^ "^ ■"IÀ-).,)(X-X,)...(X-XJ' 



t»'' 



R(X,>r,y, g) 

(X~X|)(X-X,)...(X-X„)' 



où n est de nouveau un nombre fini; 

Aj, Aj, • • • > X„ 
sont des nombres bien définis, différents les uns des autres, 

P, Q, R sont des fonctions harmoniques continues avec leurs premières dérivées 

dans T pour chaque 

|X| = m, 

et, pour 



(1) On aura remarqué que la démonstration de ce théorème devient douteuse, si l'on 

pouvait avoir 

aou'o-H a|Ui-+-atui-4-...-4-apU^so, ..., 

c'est-à-dire si les triplets Uq, u'i, u',» ..., v!p ... (pétant un nombre fîni) n'étaient pas linéaire- 
ment indépendants; mais il est facile de voir que dans ce cas spécial u', ti', tp' peuvent être 
développés en une série finie de la forme 

2,c.^, .... 

de manière que ce cas n'est pas une exception pour le théorème I. 
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les fonctions P, Q, R deviennent des fonctions que nous appellerons des triplets 
préliminaires (à des facteurs constants près) des fonctions 



Uj, Vj, Wj 



harmoniques et continues avec leurs premières dérivées dans t et satisfaisant aux 
équations 



hi'j , ( . ait) I ô^ f / d- . (i^j 

(h ■'( {^v 2 7r ox o^i J ^ ^ r dv 



(i39) 



r/^ /\\ //^ /^\ 1' ' à la surface c7, 

- 2[(^w;— îiï;;cos(vy) — V'';-v;;cos(v;8)j 



/ u'jdz=^ j VjdT=^ I iv'jd7 = o 



'}y étant les fonctions harmoniques possédant les dérivées normales 



/\ 



(i^o"*) -Jf = uyv, à la surface cr, 



cl 



^'^°*) ^^ à/"[f «««(^^) - f<^-(^>')] T' 



et à la condition supplémentaire 



,,«,.) X(i?...>._£[(|)V.. .].,=,, 



en posant 



(.4.*) 2 = i-, 1$ '-^ dr. 

■ 

Pour la démonstration de ce théorème, nous n'avons qu'à rappeler les raison- 
nements de M. Poinçaré dans son Mémoire Sur les équations de la Physique 
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mathématique {Rendiconti del Cire, mat, di Palermo, 1894), d'après lesquels 



"=ïï' 



(142) 






Q 



(v'= ^ 



R 
D 



doivent être les solutions du problème (i35), si nous posons 



(i43) 



D = 



«0 
I 

o 



I 



a, 
o 



(144) 



P=: 



u' 



-X 
I 



u 



p-l 



o 
-X 

o 



a 



p 
o 



i -X 

o 
o 

■ • 

I -X 



Les fonctions P, Q, R seront des fonctions harmoniques, continues avec leurs 
premières dérivées dans t et satisfaisant aux conditions (i35) proposées pour a', 
i^', iv' avec cette seule différence qu'il faut remplacer/ij/iî/s dans (i35) par 

/iD, /,D, /,D. 

La seule chose qui n'est pas si facile à démontrer dans notre cas, c'est le fait que 

l'équation 

D = o 



ne peut pas avoir des racines multiples. U faut démontrer pour cela que dans le 
cas où un X satisferait aux deux équations 

D = o, 
dD 



c'est-à-dire dans le cas où les fonctions P, Q, R deviendraient des fonc- 



2o8 



A. KORN. 



lions £/', i^, iv' satisfaisant aux conditions 



^i45) 






= >. — 3 






2 7: dx d^i J ^ r 



4-4 






/\ 



/s /\ 



2[(w' — ÎD')cos(vy) — (o^— 'O')cos(v«)] 









3^ — 



iTZ ôx ()v j ^ a h r dy 



d& 



Kdm' 
17- 



HT 



cos(v^)-\^-^;cos( 



->]l-x 



1 ^ 



à la 
surface ?, 



on aura 



U :=.V =z iV z=0. 



En efl'et, posons 



ys 



u— «'(14-3^) — 4>. U' + 



('46) 



/, 



^> 






n ax J^ r 

l_ d_ f dB[ dr 
2 71 ôx j ^ dï. r * 



• • • ' 



alors, on aura 



(«47) 






. du 
r//. 



2À -7-> 
OX 



2/ -— -rr-j 
C^X dh 



dans T» 



^zz:-2)J(w' -^') C0S(vj)-(^' — V') C0S(VXÎ)J, 






-;^)cos(vy)-(-^--^;cos(v 



,1 I âu^ 



à la 
surfaces 
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donc 



et aussi 



/( A A A A /\ /\ 

) du d du dv à dv dvi> â d^v 

\dx dx cCk ' ' ôx dx dïi ' ' ' dx dx d\ 



Nous trouverions donc 
(.48) / (î^+...lrfa = o 



si nous pouvions démontrer l'identité 



./U(^-^^-*--"(^"W)--j''^=^- 



Ceci n'ofire pas de grandes difficultés, puisqu'il vient, d'après (i46), 



A ^ 






donc 



/fé(^-*)--"(^-^)--] 



r/r 



et l'on trouve, par une transformation pareille à celle donnée pages 2o3-2o4, 

Fac, de T., a* S., X. 2-^ 
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il vient donc, en eflel, 



/( 






-h . . . ) d(T=:0, 



Nous écrivons celle idenlilé un peu aulremenl, 



ou, d'après (i47)? 






et, par une transformation pareille à celle donnée pages ao3-2o4, 



(iVj) 



/■[(••-0-]-/[(i)'-]-"=«^ 



on aura 



donc 



( 1 •>" ) 



-r^ =r ~=- r=r ^ = o à Texlérieur el à Tinlérieur, 
à^r a y oz 



/\ /\ /\ 

u' =zv' zmw' ^lO, 



e», d'après (147), {^^^^)^ 



(i5i) 






i A A .\ 



const. 



Nous pouvons ajouter au théorème 1 le corollaire suivant : 

Corollaire, — Deux solutions du problème (i35) ne peuvent différer que d'un 
Iriplet préliminaire; s'il n'en existe pas pour le nombre X, le problème ne peut 
avoir qu'un système de solutions. 



6. Dans ce numéro nous allons démontrer quelques théorèmes sur les triplets 
préliminaires, délinis par les équations (i3c)). 
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. . . ^^ -^ /> 

llfl. Formons avec les triplets préliminaires Wy, v'j^ w'j les fonctions 



ces fonctions seront continues avec leurs premières dérivées dans t, et elles satis- 
feront aux équations 



^ _ /^N /^ 



(id3) ^uj = --2 — r^i-3-^= T^ ^ — ^ p ••• dans T, 



"57 -~ ,-4-3X ['Pycos(v/)~oycos(v^)] 

(i54) { > r^ —i^ /\ /\ / à la surface a. 

- f^^3^^^ [^;cos(v7)-1>;.cos(vO] 



On aura, en effet, 



(i55) 



é)=(l4-Xy)^., 



en introduisant ces fonctions un calcul facile nous donne les équations (i53) 
et(i54). 

lU. Les nombres Xy correspondant à des triplets préliminaires satisfont à l'iné- 
galité 



(i56) * Xy>i ou Xy<— ^ 



212 A. KORN. 

En effet, on a, d'après (i53) el(i54), 
et 



Comme celle expression, qui est identique avec 



doit être positive, on trouverait, pour un Xy qui serait plus grand que zéro et plus 
petit que l'unité, 

Uy=0y=Wy=O, 

donc 

«y=: i'y^: ♦^'y = COnSt., 

Wy = Vj = MP'y ^ O. 

Pour voir que Ày ne peut pas être négatif ^ — t^ > on peut donner à l'exprès- 



(« » On a 

finjii'}-^. ,,)d'z= f[(i -h 3Xy)i;ic;--f-. . .- 4^y^' - . . .] dz 
Ji Ji 

='-»"X.[(i)"-]-^^'/[(i)"-j-- 
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sion (157) la forme 



ji^jjr($H-...)*(,+3i,). 



16X 



-8Xy(i 









2l3 



!X<^-)'"-7^X[(i)'-]^i 



lie. Le nombre des triplets préliminaires Ujy i^', tvy possédant des Uj, Hy, Wy 
linéairement indépendants et des nombres correspondants Xy dont la valeur ab- 
solue est plus petite qu'un nombre fini m, 

est fini. 

Pour démontrer ce théorème formons les séries 



u 



Xi/; 



A !*• i~ • • • > 

x»^v; 



de manière qu'on ait 



Wi = 



p. = 



w« = 



/\ 



a. 



/ : 



^k-i ^Aî ^^A étant un triplet préliminaire, les fonctions w^, i^^, iv^, . . . étant formées 
à l'aide des équations (14^^)} alors on aura 



a'.= 



«/•=: 
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donc 



En posant 



u\ = a, u\ -h a, 1/, -H . . . -h «p Wp, 

r'j = a, i>, -+- a, r, H- . . . -h «p Vp^ 
tVj = «1 Wj 4- a, iv, -4- ... -h apWp, 

tti, tta, ,.,^aLp étant des constantes, My, c>y, iVy (y = i , 2, . . ., )o) des triplets pré- 
liminaires, on aura 

1 



^^^Xi/, 4-x*.;^.. =-2^^ 



*V' 



«/, -h Xm/j -h X'tf', 4- . . . = — Vy .^/ <^y, 



si|X{ est plus petit que la plus petite des valeurs absolues de X|, X^, ..., X^. 
Supposons qu'il y ait un nombre infini de triplets préliminaires possédant des 

Up Hy, Wj linéairement indépendants et des nombres correspondants |Xy|^m; 
alors on pourrait, en choisissant p assez grand, d'après notre démonstration du 
théorème I (voir la remarque page 2o5), obtenir la convergence des séries 



pour n'importe quel 



u\ 4-Xa', H-X'tt', 

i'', -hXr', -h XV, -h..., 

|X| = m, 



de telle manière qu'elles représentent des fonctions continues avec leurs premières 
dérivées dans t. D'autre part, nous savons qu'on a 

p 

u\ -+- X u\ -H X* w'3 -h . . . = —^J y —i "y' • • ♦ 

1 

si |X| est plus petit que la valeur absolue la plus petite des X,, X^, . . . , X/,, et ces 
expressions deviennent infinies, si le ay correspondant n'est pas nul; comme ils 
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ne peuvent pas disparaître tous, nous arrivons à une contradiction de la supposi- 
tion qu'il y ait un nombre infini de triplets préliminaires possédant des Uy, Hy, Wj 
linéairement indépendants et des nombres correspondants 

|Xy| = m. 

c • ^ -0^ ^ O^ O^ O- 1 .1 ^1- • • 

Ilrf. Soient a,, i^y, tv et w^, i^^, iv^ deux triplets préliminaires et 

(i58) Xy^fX^; 

alors, on aura 

OH, jf.V.-.. .)*-£(## + ...)* = ,. 

On a, en effet, 

rfàujdujt .dvjdvk. _.d^vjdwk \ 

I 1 -k % "T~ . • • ~r~ r^ m ~r~ . • • ~r~ -^ > "t* . . . i i*\ 

j. \ ôx ox ôx ax ox ox / 

J. \ </j? ax ax ax ax ox J 

aii—h)f(^k+---)<i^-Mt-h)f(^j^k + --)dr 

lj(i - h)f(Z^j-^. ..)dr = o. 



et aussi 



donc 



ou 



k 



a*-^>)A'«K+...)rfT[X*(l-Xy)-Xy(.-X*)]r (^^ 

donc 

la supposition (i58) entraine donc l'identité (i^q). 



-I- . . . ) ^/r =z o, 
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II<.. S'il est possible de développer trois fonctions harmoniques u\ </, w\ con- 
tinues dans T avec leurs premières dérivées, d'après les triplets préliminaires 

/^- /\ 

1/' = Ci u\ 4- C, «', -h . . . , 

('6') i.'=c.';^+ 0,-^.4-.... 

on connaît aussitôt les valeurs des coefficients Cy, 

(.6a) c,=jr(«}^+...)rfr-jr^(^^-H...)*, 

<j/' étant la fonction harmonique possédant les dérivées normales 
(i63) -^ = ui à la surface a 

■ 

et 

(.64) 5^'=_J^q.'___rf,. 

On tire cette formule aussitôt des formules (iSp) et (i4i)* 

Nous ne nous occuperons pas ici de la possibilité de ces développements ; notre 
but principal est la solution de notre problème (i35) pour le cas 

X = .; 
nous sommes maintenant préparés à le résoudre. 



7. Le cas 

a ceci de particulier, qu'il y a trois triplets préliminaires u ^ v\ w' de telle forme 
que l'on ait 



(i65«) 


A 

u o, 


A 

Ç — (XZ, 


il' — a/, 


(i65^) 


A 

w — (35, 


A 


iv — (3 a:, 


(i650 


A 


A 


w —.o 



ayant le nombre correspondant X = i , et que pourtant les solutions données par 
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le théorème I reslenl en vigueur pour X = i, parce qu'on peut démontrer (*) que 
les résidus des fonctions u\ v'^ iv^ au point 

X = i 

sont nuls. C'est ce que nous allons démontrer dans ce numéro. 
D'abord, s'il y a un triplet préliminaire m', v, w' pour 

■k=i, 

on doit, en posant 

(.65) ^a = ^^^^-^) + -L^ ft'±, 

avoir les équations 

.A de I /dm d^\ . 

A«=r— 3— = (-5 -T- V '" dans r, 

(.66) <■ ^"^ ^^^^ ^'^ 

A 
au I A A 

•-r- = [»cos(v/) — cos(v5)], ... à la surface a 

[voir (i5i) et(i54)], donc 

<'^'X[(â'--*(â'--*(é)"--]'"=;F- ■'* 

ce n'est possible que quand on a 

A A /\ 

du av <^w 

dx dy âz * 
(169) ^ 

' /\ A A^ ^ A A 

dw dv du dw dv du 

-: — h -T- = const.y -T — h -r- = const., -^ h T- = COilSt.; 

df dz dz dx dx dy 

donc le triplet préliminaire général possédant le nombre correspondant 

X = i 



(f) A l*aide des formules 
(i64) fiyA-^A)d<J, 

Foc, de T,, a- S., X. 28 
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doit avoir la propriété 

(«70) î ^=b^c^x^c,z, 

w:=c -^ Ci y — CfX, 

a^ b, c, C|, C3, Cl étant des constantes. 

Si nous voulons avoir les triplets a', p , (v' eux-mêmes^ il faut se rappeler qu'on 
tire de (i65) 



4 



/x /\ /\ 



7 Uv HZ -7 -f- -4-7 ri -r p • • • 2i Ja surface er. 

4 àv \dv 4îr e^v j^ e^v r J 

Il faudra donc construire une fonction harmonique ^' de t de manière qu'on ait 

(171) j- / -^i^ = CiCOs(vj?)-hCiCos(vv)-Hc,cos(v5) à la surface 9» 

ce qu'on pourra faire à Taide de la méthode de la moyenne arithmétique ; alors on 
trouvera 

u^ = -^(a^c,z--c,y)^-^J |^^cos(v;5)-^cos(vjr)Jy, 






('7^) { V^ = 7(6-|-C,J7— C, 5 ) -+- 7^- / -^C0S(VJ?) — -^COS(V^) — 

1 4 4îr 7 Ld3 ' ' dj7 J ^ 






^:=-(c4-c,7-c,^)-+-^j^[^^;^-cos(vy)~-^cos(v^)J^. 

Reprenons maintenant les notations du théorème I et remplaçons les fonctions 
/*!, /2, fi dont nous sommes partis par les fonctions 

{173) \ S -/• r ^'''» r ^^'« r ^''^ 

/\ /\ 
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en faisant 



(174) 






dx dx 



. . . J Û^T, 



de manière que le théorème I nous donne des solutions w", i/, w/ du problème 






(«75) 



/ dv 2t: dxœff r 

1 "^ T 



dv 



à la 



— 2[(w'— .1li'')cos(vx) — (»'— '»')cos(v5)] -+-R;„ ( surface 



Je dis que les valeurs 



^1» ^t> • • • > ^i 



ne peuvent pas être des pôles des fonctions u" ^ i^, tv". 
On aura, en posant 



(176) 



les équations 



27r dJ? J^ r 



A— 1^^ 



•> 



dans r, 



(177) J di/' 



dM 



= — 2)v[(w' — W) cos(vy) — (0' — m') C0S(V5)] 4- R;„ 



à la 
surface a, 



donc 



(178) 



et aussi 



('79) 



X( 



duj ou' 
dx àx 



/\ 



dx dx 



/\ — 



dx dx 



. . . I ^T 



= 2X 1 [u)(u'— «')-!-... ]cfT— l {V\mUj -{-,.. )d(J^ 



IX 



/\ — /\ — 

duj du" dvj ds^" 

dx dx dx dx 



/\ — 
dwj div"* 



dx dx 



div' \ 

"dx-^'-) 



dz 



= ^h A«'("y— *y) -*-• . -lû^T- 
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On trouvera ainsi, puisque 






en vertu de (173) et (174)? 
ou 

(.80) a-x,)[jr(u';i>4-...)rfr-jrj^^+...)rftJ=o. 

En désignant par i/y, i^y, tv" les fonctions successives définies par les équa- 
tions (i4^)î quand nous partons des fonctions R»,, Sm? T;„ au lieu des fonctions /i, 
fij/ty nous aurons 

(181) tt»=tt;-HX«",-i-X«tt;-t-...= «'-2>5f37«>. 

1 

et, d'après le théorème I, \ | X | < | Xt |, 



^) 



(182) u'=ll^^^, 

OÙ y< est une constante, <^, X, U^ des fonctions qui restent finies pour 

lim(Xi — X)=:o; 
il vient ainsi 

(.83) «'=(y,_C,M5^5f+*-i;>^^. ••• 



(1) On a, en effet, 



-2X rj[(i;-W>)cos(vj.)-(i>-i;J)cos(v^)](ai-C,ii^-...-C«^)-^...^ 



=r O. 
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OU 

OÙ nous pouvons faire Ci , £2, Cs aussi petits que nous voulons en diminuant \X — X| |. 
De là nous tirons, à l'aide de l'identité (180), en passant à la limite 

lim(X — Xi) = 0, 

qu'on aura 

yi— C,Xi=:o, 

donc 

(.85) u'=<b--^j^^Z 



à • 



OÙ <^, X, W restent finies, même si l'on approche indéfiniment X de X| . 

Le point 

X=zX| 

ne peut donc être un pôle des solutions u"^ i^", w" \ les séries (181) convergeront, 
pour cette raison, non seulement pour toutes les valeurs de |X{ plus petites 
que |Xi |, mais aussi pour toutes les valeurs de |X { plus petites que le IX2 | le plus 
proche; nous pouvons continuer d'une manière analogue, et nous trouverons que 
les séries (181) doivent être convergentes avec leurs premières dérivées dans t 
pour toutes les valeurs de | X | satisfaisant à l'inégalité 

|X l^/n. 

Soit 

m = 1 ; 

alors les triplets préliminaires possibles 

"y» ^y» ^j (y = >>î». --mi) 

ne pourraient être que des triplets avec des nombres correspondants Xy satisfai- 
sant à l'inégalité 

ou il pourrait y avoir un triplet préliminaire avec le nombre correspondant 
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Le dernier cas est impossible, car on trouve, pour le coefficient C respectif, 
d'après (174)? 

(.86) C-jK;>+...)rfr-£(^^-H...)rfr 

et la supposition 

(187) / (y/i— ^/t)^7 = o, 

nous donne les identités 

(•88) (•) { 

/ u'ç t/r = o, .... 

Nous arrivons ainsi au résultat suivant : 

IIl^. A défaut de triplets préliminaires possédant des nombres correspondants 
négatifs 

les séries 

Iu' = «i H- tt', -h w', H- . . . , 
V' =ç'^ -hç\ -Ht;; -h..., 
Hp/ = IV^ -h W'j -H m/, -+- . . . , 

OÙ les fonctions successives a' , ^y, Wj sont définies par les équations (i4*^), seront 
absolument et uniformément convergentes dans tout le domaine t avec leurs pre- 



(1) En continuant, on trouve 



/••.*-jC(^'*-=^)*' 



/ n\ di = o, 
et ainsi de suite 
(188') jvL'jdi^o, ... (7=0,1,2,...) 
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mières dérivées, et elles représenteront les solutions du problème 



du' _ I d^ r^, dz âl}' 



(iQo) < 1^ . . , A > à la surface (7, 

^^^ ^ «.-[(w'-.1i')cos(vj)-(o' — r)cos(v5)]-h^ • 



ajant les propriétés 

/ u' dz=z I v' dz=: l m/ rfr = o, 

('9') ^ T T T 

/ u' dz=i I d' dz=: j w' dz = o. 

Dans le cas qu^il y ait des triplets préliminaires possédant des nombres corres- 
pondants négatifs 

— I < Ay < — ^ , 
il faudra former ces séries en partant des fonctions 

-i<X/<-i 

(192) |/»~ 2-' ^"''57' 

au lieu des fonctions /i, /i,/*!, où 

(.93) C,=|(u>^,-^...)^._£(^ §-^...)c/.. 

Les séries 

u' = u\ ■+- u\ -+- w* -h . . . , 

(19») { ^' =<'î -H^l -+-»'i -^..., 

iv' — w\^ w\-\- w\-ir , , . , 
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formées de cette manière en partant des fonctions (19^)9 seront uniformément et 
absolument convergentes dans t avec leurs premières dérivées, et les fonctions 

u! = u\ -h «• -H «; -h . . . -H^y ^l u'j, 

('94') { ^'--s^\^^\ ^-i^; +...4-2^-^^^, 

représenteront les solutions du problème (190), ayant les propriétés 

(io5) < ^ 

Jf u' dr=z I v' d7^= I w' d7 = o. 



Corollaire de III^. — Les solutions du problème (190) ayant les propriétés (195) 
satisferont aux inégalités 

) 7 C, max. abs. (/,,/„/,) 4- CiA, 

(196) ' 

|D,«'(a;„7„«,) — D,«'(a:„j„s,)|<[C, max. abs. (/„/„/,) M- C, A] /•", 



l«'l. I»'!. I'»'l< ^max. abs. (tt;,i.;,»',) + eB;, 

('97) ; ^ 

I Ô' I < 1 «'. I + ; max. abs. «, »'„ «.'. ) -h ïB;, 
si 
(19S) hU"^!»/!, -1) — wU^i»yi>-i)|<B;rf„ 

C<, C2, c étant des constantes finies ne dépendant que de la surface <y et de w, 
6 un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut. 

On tire ces résultats immédiatement des formules (107), (108), (i 1 1), quand il 
n'y a pas de triplets préliminaires à nombre correspondant négatif 
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et, quand il y en a, on n^a qu'à considérer que les valeurs des 



/v . - /s 



> 



l^jl WjU l«yl 
et des constantes Bj dans les inégalités 

doivent être plus petites que des nombres finis ne dépendant que de la surface cr 
et de m, et qu'on a 

III^. Les fonctions 

(199) m'-U', i^-V, tv'-^W 

représentent des solutions du problème 






-^â^^X^^'""^'^"^ 



^ --[(«' — 1»')C0S(vy) — (l>' — 1P')C0S(v2)]-H^, 



comme on peut toujours ajouter à ces solutions les expressions 

b -h c^x — CiZ, 
c-hc^y — c^x, 

Cu ^2) ^3i ^) ^9 c étant des constantes quelconques, on peut toujours trouver un et 
un seul système de solutions du problème (200) ayant les propriétés 



(201) 



( C{u'—W)dT= f{v'-y')dT= r(i%''-^V^")dr = o, 



Corollaire de IIl*. — Les solutions du problème (200) ayant les propriétés (201) 
Fac, de T., a» S., X. 29 



226 A. KORN. 



satisferont aux iné<;alités 



\u' -u'i, h''- v'|, !«,'- w'i j _ 
(202-) Hi>i("'--i^')|, |n,(r'--v')|, |r),(«.'-w')|i < 

|l),(//-i:')(x„7,,^,)-D,(//'-U')(xi,7„^t)|^[Ctmax.abs.(/t,/„/,)-hQi 



I u' — U' I 



— « Il 



c 



h' — "*•'! ; < - max. abs. (u;,o;,w;) h-sb;, 



(202*) { I»' — 1»'| 



»'— 1»'l ) 



£ 



I ^ - ^' I < I ^iK ; max. abs. (u;, »;, m'J -f- eB;, 



c, Ci , C2 étant des constantes finies ne dépendant que de la surface o- et de m, e un 
nombre positif qu'on peut faire aussi [)etit qu'on veut. 

IIIc* Les fonctions 

(2o3) i' =4(/ - V') + — :^ fo' — , 

9.7: d^.L /• 



représenteront les solutions du problème préliminaire 

ûw-h-T— =0, ..., dans T, 
(20I) . ^^^ 

^ = [i»cos(vr) — 1> cos(v5)], . . ., à la surface a; 

comme on peut ajouter à ces solutions les expressions 

a -h Ci z — c^y, 

ûT, è, r, ri, ^2 ^3 étant des constantes quelconques, on peut toujours trouver un 
et un seul système de solutions du problème préliminaire ayant les propriétés 



(o.o4') 



l I u (h =z I i' ciz — - / (re/r -=. o, 

} J-: ./- ./-c 

I u d7 -— I i> ciz ^= f m ch ^= o. 
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Corollaire, — Les solutions du problème préliminaire ayant les propriétés (204') 
satisferont aux inégalités 

l"l» \^V Kl / 

< Cimax.abs. (/,,/j,/,)-H CfA, 

(ao5) { |I>i«|» |I>i^|, IDiW'l ) 

t>i"(^ï,yî,-i) — Di «(^1,^1, 5i)| = [Cimax.abs.(/,, /„/,)-+- (:,A)r7„ ..., 
Cf , C2 étant des constantes finies ne dépendant que de la surface 9 et de m. 



CHAPITRE IL 



LE PROBLÈME FONDAMENTAL ET LES TRIPLETS DE COSSERAT 

DE SECONDE ESPÈCE. 



1. Soient de nouveau /4,/2îy3 trois fonctions données à la surface o-, continues 
de telle manière qu'on ait 

A constante finie / 

(206) |//(^î,7ï,5,)— /y(j?i,ji,5,)|<A/-f, [ (y — 1,2,3) 

o < IÎJ< I 

pour deux points {x^^y^ , >s< ) et (^^2? ^2» z^) quelconques de a* dont nous désignons 
la distance par r^^^ ^^ satisfaisant aux conditions 

nous construirons successivement les solutions (harmoniques dans t) 

«U ^i» <» 



w'i, v\y w\. 



"iy ^x> «^t» 



228 

des problèmes 



A. K0B5. 






87: dzà-jj^ * r 



- [«i cos( vs) — »; cos (vx)] =/, ', à la sarface a. 



-[•; cos(vx) — ■; cos(vj')]=/. 



du'j 



(209) 



j 

1 ^ 



f 1/, dr = f t^, dr = r«/. rfr = o, 

jfii; rfr = jf»; rfr = r»; a = o, 

"ThT "^ ^ ^}-iCOS(vj:) - i[»;_, cos(v^)— p;_, COS (VZ)] 
8^ ^3^J. ^^ 7 -^ it«y cos(v.)-.,cos(vx)] 






^ ^;_, C'OS(vr)— ^[u;_, C0S(V5) — »)_,cos(vx)] 



'-^ - '- Oj__ cos(v;;— ^[b}., cos(vx) — ^t^_, cos(v/)] 

l'ujdz= fi>'jd7=ftv'jd^ = o. 



à la 
surface 0- 



> 



(y = i,2,3,...) 



que nous pourrons construire d'après le théorème III^ et qui auront des pro- 
priétés de continuité faciles à déduire du corollaire du théorème 111^; nous exa- 
minerons la convergence des séries 



u' = u„ H- Au', -+- 



( 210) 



f — ^'o H- Ar', 4- 



i w'—w\ 



w ^^w^-^ Atv', -H 



\u\ 

Ai/ 
A«/, 



A*w; 

A» il/, 



en désignant par A un nombre réel. 
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Comme au Chapitre I, nous aurons besoin de trois lemmes que nous allons 
démontrer avant d^aborder la question de la convergence des séries en question. 



Lemme I. — Soient 



u 



jy 



"y. 



«V, 



(j = o, 1,2, .. .,/>) 



p 4- 1 triplets de fonctions harmoniques, continues dans t avec leurs premières 
dérivées, et supposons qu'on ait 



(an) 



|«W- 



(212) |^y(^„/t,^,) — &y(^i,yi,«l)|<Cyr7, 0=0,1,2,...,/?) 



les Cy étant des constantes données, 

0<lîJ<l, 



pour deux points {x^^y^^ z^) et (x2, Ja, z^) quelconques de t dont nous dési- 
gnons la distance par r^%\ posons 



u' = 



OCqU^ 



(2l3) 



C 



= «0^0 -+- 



«oW'c 



«oCi 









«îM^j-H 



«,c; 



. . -+- OCp Mp, 



. .-+-apPPp, 



^0? «1? «2? .-.,*/» ^^ût/i^ 6^e5 constantes réelles satisfaisant à l'équation 



(2l4) 



aj-h aj-h «î-h. . .-H «' = 1, 



e^ soient w', i^', w^ trois fonctions harmoniques satisfaisant aux conditions 



âv 



5—3 — T- / 0' h - [»'cos(vy) — tï'cos(v^)l 



du' 



= — ^ — h - 0' cos (v j?) — - [w' cos (vy) — 0' cos (v s)] 



I 
2 



à la surface 0-, 



(2l5) 



/ u' d'z=i o, 
/ u' e/r = o. 



a/or5 on pourra toujours choisir les constantes a©, ot|, aa, . . ., a^ de manière 
qu'on ait 



(216) 



r6'*dr = Bj,fe'^dT'^e'.C\ 
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OÙ tp et t' sont des nombres positif s qu^ on peut faire aussi petits qu'on veut en 
agrandissant />, et qui ne dépendent nullement du choix des fonctions ujj 

v'j, w), ou 

(ai7) Ï56pi-t-£;c'«, 

si nous posons 

1= Cd'^dT, 

(ai8) ' ' 

' 1= / e'^dr. 



=f: 



Nous pouvons toujours partager le domaine t en /> parties de manière que dans 
chaque partie la distance la plus grande entre deux points de la même partie 



(219) '•u<^' 



a représentant une constante finie ne dépendant que de la surface 7, et qu'on ait 
(220) ÇWdxzzzo, 

pour chaque petit domaine t<; ces relations sont en effet/? équations linéaires et 
homogènes pour les/? -h i constantes 

«0» ^i> ^u • • • ♦ ^p 
qui doivent encore satisfaire à l'équation 

aj -h «î H" <*t "*■•••-*" ^î= ' • 
Comme nous pouvons écrire les équations (21 5) de la manière suivante : 



(2l5') { 



=z -— — -— / d' \- -d' cos(v^), 



nous aurons, d'après le corollaire de III^ du Chapitre 1, 

^(const. fin, max. abs, 9'4-const. fin. C')rf,, 



SOLUTION GÉNÉRALE DU PROBLÈME d'ÉQUILIBRE, ETC. 23 1 

donc aussi 

(221) l^(^ï,7ï,5,) — 5^(:ri,7,,^.)| = (c, max. abs. -+-c,C')rf,, 

C|, C2 étant des constantes finies ne dépendant que de la surface o- et de xn. 

En ayant égard à l'équation (220), on aura, pour chaque point (Ç, tj, Ç) de 
chaque domaine. t/, 

(222) ^(Ç,r),C)=^ r[ê^(?,t),C)-ë^(^,y,«)]^T 

ou, à cause de (219) et (221), 



l^'(Ç.r),C)| = (c,inax. abs. 0'-hc,C') /"^^y, 



donc 



(223) r0'*ûfT = [C,(max. abs. 0')«-hC,C'«]r-=^ (*)• 

Or, 8' étant harmonique dans t, on sait qu'on a 



(224) \e'\=^i/ / Q'^dr-^p^C, 



•''wvF 



où c est une constante finie ne dépendant que de la surface 7 et de lar, et où p est 
un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut. 

En choisissant convenablement p, on pourra donc d'abord, dans l'inégalité 

(225) CW^dT^t fo'^dr-^B'C^ 

faire e' aussi petit qu'on veut, et en choisissant après/? assez grand on pourra aussi 
faire e aussi petit qu'on voudra. c. q. f. d. 

Lemme II. — Soient u\ v'^ w^ trois fondions harmoniques^ continues dans t 
avec leurs premières dérivées y et supposons qvion ait 

(226) / m' </t rr: o, . . ., 

C étant une constante donnée. 



(227) |ô'(x„7„c,)-0'(j:t,7„z,)|5C'/-7, 



0<lîJ< T, 



(*) Cl, Gt étant des constantes finies ne dépendant que de la surface 9 et de m. 
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pour deux points {x^^y^^z^) et {x^^y^t^^) quelconques de 'z dont nous dési- 
gnons la distance par ru; soient a', j^, w^ trois fonctions harmoniques satis- 
faisant aux conditions 



du' 
(h 



(2a8) 



-r 1 0'COS(VX) [w'C0S(v/) — l»'C0S(V-5)] 



/ a'dz = Of 

Jf u' dr = o, 
X 



à la surface o*. 



• f 



alors on aura toujours pour deux points {x^^ y ^^z^) et (^j, J^j, z% quelconques 
de T dont nous désignons la distance par r^ : 



(229) |ô'(^„/t, 



^i)-e'(x;,y,,z,)\ = f--^i/Jd''dT-hBC'\ 



eC'V?,» 



où c est une constante finie ne dépendant que de la surface 9 et de m, e un 
nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut. 

Comme nous pouvons écrire les équations (228) dans la forme (2i5') ou, ce 
qui est la même chose, 



dÇJP-i- u') 



(23o) 



I 
I 



dx 
d 



dx 






I r/— r 



- [(w'-h W') COS(vy) — (v' 



-(0'-h0')cos(v;r) 

P')C0S(V5)] 



à la 
surface 0-, 



nous aurons, en ayant égard à la méthode de la moyenne arithmétique à la sur- 
face 7, 



^ ' Stt dxj^ r 



7- A(^H- ^0 C0S(va:) — (ï"'-+- w') COS(v^) H- (o'H- u') C0S(v5)] — 
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les premières dérivées de H HZ étant continues de la manière (*) 

(232) I Di S(a;„ y,, z^) — Dt 5(^1, yi, ^i) | ^ r ^"^^ ' '"' max. abs. 0' h- gi Cj rf^, ..., 



ti étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut; on aura donc 
à la surface a- 



(233) Ô'H- 0' =— -î-Ô'-h ô'-h 0' 

2 



+ ^ j cos(v^) Ay 1(9^-+- 0') cos(v*) 

— (n>'+w')cos(vy) 



(o'-t-p')cos(v«)]-^ 



I /-ST 



-(e' + 9') + <P. 



OÙ cp est une fonction continue à la surface (t de la manière 



(234) I 9(^„ j„iï,) — ^i^iffi* ^i) I = ( 



/const. fin. 



max. abs. ^'-f-ejC l/fj, 



62 étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut. Comme 



(1) D'après le corollaire du théorème IIU du Chapitre I et les équations (21 5'), on a 



|e'-f-e'|, |u'-4-u'|, |tï'-+-tï'L |w'-4-w'| 



_ const. fin. 

< max. abs. 6 -f- eC , 



h'(^t,rt,^2) 

(232') \ ,-7, , 



0'(a7j,>'j, >«,) 
w'(^î»rîi-2î) 



ôX-^i^n^-^O-^'C^i^ri»-»!) I 

^'i^\,yu^i)—^'(P^uyu^\)\ ( ^ (const. fin. max. abs. 0' 
ô^(^i,ri»^i) —^'{^uyu^x) I ( H-consi. fin. C')rf., 

w'(^iiri» -«i) — w'(^i»ri» -«1^ I 



e étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut. 
(>) En nous servant de l'abréviation 



EL 



i-^e 



EL 



H- 






foc. de T,, a* S., X. 



3o 
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on a (Ann, Éc. Norm.y 5" série, t. XXIV, 1907, p. 3i) 









^!cos(v^)-T-. / [(0'-+-^')cos(va7) — (i»'-+- w')cos(vy) H-(p^-l-p')cos(v«)]— -h... ( 



où ^ et y^ sont continues à la surface (t de la même manière (284) quecp, on arrive 
à l'équation 

4 

donc 

(235) 0^=0), 

la fonction co étant continue à la surface 9 de telle manière que pour deux points 
(•^mJKo^O ^^ (•2^2)y2î22) quelconques de o- dont nous désignons la distance 
par r< 2 

(236) I ûj(x„7„ 5,) — (0(^1, r,, 5, ) I = ^ ^"^ ^"' max. abs. 6'-+- e'C j rf,, 

e' étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut. 
Comme on a 



|e'|=5^î^L^4/Jë^+p-C'. 



où p est un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut, on peut 
écrire l'inéj^alilé (286) ainsi : 



(287) |w(x„7î, 3,) — &)(j7„/,,-i)|: I CQ"^ ±" \/ / ^' ^ ^^"^ -^ ^^\ 



en posant 



pCl^g/î^ £=Z2£'. C.Q.F.D. 



Lemmc III. — Les fonctions successives 

"y» ^'y» ^'^y (7 = 0,1,-2,...; 

satisfaisant aux conditions (209) remplissent l' identité 

(238) J&/dT=j6'j_,e'j^,dT (y = i,2, ...). 
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En effet, posons 



(a39) uj^u'j^u'j_, + -l^±f^&j^. 



d-c 

y 



• • 



i 



on aura 



Ai/y — -r-i-> ••• dansT, 



I > à la surface a, 

— - [(wy -t- wy-i) cos(v7) — {v'j -f. o}_^) cos(v5)], 



donc 






d'une manière analogue, on aura 



et aussi 



f I -t V r- . . . -T~ X î^ "t" . • • T 7^ ^ ^^ • • • I **^ 

r\àujduj^ dvj dvj^ dwj dwj^ 1 

f I > — % ~T~ • • • ~1 T~~ — 5 "t" . • . "1 T — "~î "T" • • • I "^ 



donc 



jf [ôy^y -f- Wy(«y+, 4- u'y) -h. . .] ^T =J[Oj^iO'j..i -h My-M(«y + «y-i) -+-• • •] ^T, 
et comme ou a, eu vertu de (aSy), 

(241) ' 2 2 

( IV= Uy + Uy_, Uy^i — tt^^., -H U}, 



2'W> A. KORN. 

il vient 



ou 






d'où l'on tire immédiatemenl la proposition (238). 



2. Définissons les fonctions successives 



wy, i'}, «'^ (y = o, 1,2, ...) 



par les équations (208), (209), et posons 



r242) 



u'j = «0 "/ -H «1 "y+i -H a, tty+, 4- ... -h «p ll^+p, 

Cj = a^Cy -h «iC^ + j -f- «iCy+j -+-...-+- «pCy+p, 







nous allons démontrer que nous pouvons toujours pour un A quelconque, mais 
t'itt:, i;fi j)rcnant/> assez grand, choisir les constantes 

^0» ^\9 ^î> • . . > ^/> 

di! manière qu'on ait 

(li que les séries w'', i»^, cv'' soient absolument et uniformément convergentes dans 
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tout le domaine t. Elles représenteront les solutions du problème 



du" 
âv 



s^sjkX^'y-^^t"'^^'^'^)"-'''"^'^"^^^ 



(^^5j + i[«}cos(vy)- a}cos(vz)] j 1 surface cr, 

■ -f- A — -+- - ô' cos (v j?) m' cos (vy) H- - 0'' cos (v-s) 1 , 



1 



/ m' rfr = o, . . . , / u' rfr = o, 



Soit m un nombre fini quelconque, mais fixe ; alors on pourra choisir les con- 
stantes ao, ai, a2, . . ., a^ de manière qu^on ait 



( a46) fer^ dx i tpfer^-, rfr + b'.c'a. 



19 



puisque O'^.^ satisfait à la condition 

(247) |^m-i(^t»7î»«î) — ^m-l(-^l,7u^l)|<C'^l''fî. 

OÙ e^ et e' sont des nombres positifs qu'on peut faire aussi petits qu'on veut en 
agrandissant p (lemme I). 
Le lemme II nous apprend 

^ _ const. fin. r= — -^, , . . 

C}< 5 — v/Iy-,-+-eC;.i (y = i,2, ...); 

e 
si nous posons 

(248) Ij^Jer/dr (y = o, 1,2,.. .), 

e étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut; ou 

, , . p„,^ consUfin. - _^^rnt 

(249) Cy'< 5 — Iy_,+ eLyLi, 

e étant de nouveau un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut. 

Â l'aide des inégalités (246) et (249), nous pouvons démontrer de la même 
manière que nous avons démontré le résultat analogue pages 189-192 qu'on peut, 



238 A. EOI15. 

en choisissant/? assez grand, trouver un sj'^tème de constantes 

2^* 3|» 2ft * • •♦ *^ 

de manière qu'on ait 

41.^ Q • i.-.u.£i,-£c;» ■'■•■■ 

f*>=^ ^—^ (7—1,2,...), 

e étant un nombre positif quelconque, mais fixe, choisi préalablement aussi petit 

qu'on veut. En choisissant ces valeurs de z«, Z| . Zj z^ dans les équations (24a), 

on aura 

(25i) jr^«rfr5(4U-HC;')(2v6/ (7=0,1,2,...). 

Si A est un nombre réel quelconque, mais fixe, nous pourrons toujours, en 
faisant 

(252) |2A*v'f|<U o<L<i, 
obtenir Tinégalité 

(253) f 6r/dz = consi. Vin. {U'^C\*)U (y =0, 1,2, ...). 

En ajoutant Tinégalité 

/ -/v lA'/ vu»/ X -const. fin. . ,. ^, 

(204) |^y(^î,yj»-2) — ^(J-n/M-i) < max.abs.9y_, -f-eC;.,, 



e étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut [démonstra- 
tion du lerame 11, formules (2.35) et (236»], on arrive, par une démonstration 
identique avec celle donnée pages 5 1-59 de mon Mémoire »S///' les équations de 
^élasticité ( Ann. Ec, \orm., 3* série, t. XXJV, 1907 ), aux inégalités 



(255) I A-'^ 1^ const. fin. v'Io—ivL^. o<L<i / 

. (y* — o,i,2,...), 

(i56) |A>[^(x„y„;:,)-9}(ar„/i,Si)]|^const.fîn.vlo-+-C;*L>rf, ' 
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et comme on a, en vertu des inégalités (252), 

l"y+i 4-u}| = const. fin. max. abs.ô} -f-const. fin.CJ, . . ., 

^(const. fin. max. abs. ^-hconst. fin. C*)rf,, 
f 

on aura aussi 

(^^7) I m}+i + "} I < const. fin. y/Io ■+" ^oM j ) y 

(258) I ^ /r\J 

5const.fin.v/Io4-C;M ^ j r^,, 



Nous pouvons maintenant conclure que les fonctions 

(259) lim u} = uj - (u; 4- u;) -h (uj 4- n\) - . . 



/=• 



sont bien définies dans le domaine t et continues de la manière 



( Iim|u}(^„y„5,) -u}(jr,,j„^|)| 
(260) ' = [const. fin. max. abs.(/,,/„/s) -+- const. fin.A]rf,, 



Les fonctions 

Wmujy 
/=• 

limi'y, 
/=• 

limMP'} 
sont donc bien définies avec leurs premières dérivées, et l'on a 
(261) -j— lima'y-H -7-limi'y-+- -^limivy^zo, 

et comme, en vertu de (261) et (257), 

Wmu'jy limi'}» limfv^ 
/=• /=• /■=•• 
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doiTcnt satisfaire aux conditions limites 

(26a) -r-liinii' = o, ..., 

il rient 

lim ify = lim rj = lim w^ = o, 
/=- /=• i=- 
donc 

(263) liniB;=Iini»; = lim»;=o, 

de manière qu'on aura aussi, en vertu de (267) et (238), 



(264) I A>a* iTcoDSt. fin.vU-»-^* t/ ... i 

(«65) ' =const.rin.vU-C;«ï7r7, ' 



et les séries 



u!'^ i«; H- A «; -r- A* a; 



(266) ' i-'^: i^-hA^'î-f-A» p;-h..., • 

' w^ z= w J -h A wj -T- A'wJ -r- 

représenteront, en effet, des solutions du problème (245). 
On aura, d'après (255) et (264)? 

(267) ' :;C,mai. abs. {/„/,./,) -H C, A, 

' I • I 

l-'l 

d*après (256) et (265), 

I ^'(-a^tf y\y «2 ) — ^ (j^i, yu 5i) I 

|«'(X„ r, «,) — tt'(Xi, V,, 5j) I f 

(268) ' -"' ; "'' ''\ =[C. max. abs. (/„/,./,) 4- CAjrf,, 



( 



C|, Cs étant des constantes finies qui ne dépendent que de la surface v et de 19. 

3. Après la solution du problème (245) parles séries (2()6), 

^•> ^1» ^i> • • • > ^p 
étant des constantes convenablement choisies, nous arrivons d^une manière connue 
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au résultat suivant pour le problème : 

' à la 



(269) 



= A — -^ + -i9'cos(v^) — -w'cos(vr) + -o'cos(vs)|+/, i siirfaceff, 



• 9 



• • • • 



1 u' dx •=. o, 
1 u' rfr = o, 

IV (*). On peut toujours construire une solution du problème (269) pour un A 
réel quelconque dont la valeur absolue est plus petite qu'un nombre ni fini quel- 
conque, mais fixe, dans la forme 

/ / P(A, j:, j,g) 

(A^A,)(A-AO...(A-A),' 

^ ^^ ' (A-A,)(A-A,)...(A-A„)' 

.__ R(A,x,7,g) 

-(A-A,)(A-A,)...(A-An)' 

où n est de nouveau un nombre fini ; 

Al, Aj, . . ., A» 
sont des nombres bien définis, différents les uns des autres, 

|Ay|^/» (y = i,a, ..., /i); 

P, Q, R sont des fonctions harmoniques, continues avec leurs premières dérivées 

dans T pour chaque 

|A|-m, 



(<) On aura remarqué que la démonstration du théorème IV devient douteuse, si Ton 

peut avoir 

aoO'o-+- «1^1 -h «16', H-. . .-♦- «pOpS o. 

c'est-à-dire, si les fonctions 0p,6'|, O',, ..., 6'^^ {p étant fini) n'étaient pas linéairemeni indé- 
pendantes, mais il est facile à voir que dans ce cas spécial 0' peut être développé en série 
finie de la forme 



2>Cy^---. 



de manière que ce cas n'est, en réalité, pas uiïe exception du théorème IV. 

Fac. de T., 2* S., X. 3l 
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ov 



et pour 

A=i: Ay (y=l,2, .. ., /l), 

les fonctions P, Q, R deviennent des fonctions que nous appellerons des iripleis 
bihar m uniques de seconde espèce (k des facteurs constants près) des fonctions Uy, 
Vy, Wy harmoniques et continues dans t avec leurs premières dérivées, satisfai- 
sant aux équations 

f à la 
^aT— ^H-^e;cos(va:) — ^1l^}cos(v7)-4-iv;cos(vz)1 ( surface a. 



j Vij dT = o, . . . , 

f»/dz= I. 

Pour la démonstration de ce théorème nous n'avons qu'à rappeler de nouveau 
les raisonnements de M. Poincaré dans son Mémoire Sur les équations de la 
Physique nio thématique {Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo, 1894), 
d'après lesquels 



(27a) 



(273) 



D = 



(^74) 



P = 





1 «'= 










• .•' = 


Q 
1)' 






V 


R 
1) 




lions du problème (269); si 


nous posons 


«0 «1 


«t 




. «„ 




I A 












I 


A 







> 


• • 




• • • • 






• • 

I -A 




a' a, 


a* 




. «,> 




'/; -A 












«; > 


A . 


• 





> 


. • « 


* ■ . . 






• • 

1 -A 





» • 
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les fonctions P, Q, R seront des fonctions harmoniques, continues avec leurs 

premières dérivées dans t; elles satisferont aux conditions (269) proposées 

pour//', i^, w'^ avec cette seule différence qu'il faut remplacer/i,/2,/3 dans (269) 

par 

/tD, /,D, /,!). 



La seule chose qui demande encore un raisonnement spécial, c'est le fait que 
Téquation 



D=:0 



ne peut pas avoir des racines multiples. 11 faut démontrer pour cela que dans le 
cas où un A satisferait aux deux équations 



D = o, 
dD 



d\ 



= 0, 



c'est-à-dire dans le cas où les fonctions P, Q, R deviendraient des fonctions har- 
moniques de T satisfaisant aux conditions 



àli' 



â- 



â^j 87: âa:d 



-[ 



OU' 



- I S' h -[1l>'cos(vy) — 1ï'cos(v5)] 

1 

-0'cos(vj:) 1l>'cos(v/) -h -V cos(v5) 






(275) 



d\ SnâxdyfJ^ d\ r 2\_d\ ^ *^ ' d\ J 



d djy 
d\ 



d\ 

i ^ 
2 dX 



cos(vj:) 



\ 



1 dm' , ^ i dx' . ,1 

-[•'cos(v/)— 1>'cos(v5)] I 



Tu' dx = o. 



( Mi' dx = o, 






à la 
surface o-, 
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on aura 

U'z=V'=W'=o. 

En effet, posons 

(276) 



•9 









alors on aura 



d\ 2 dx dX 



dans Ty 



I -r- = — 0'cos(vj7) [1*'cos(vy)— H' cos(v2) 

(277) t 



(^ t/U A dW , , I -h A 
av aA 2 aA 2 



_cos(vy)-^cos(v^)J ^^^^^^^^^ 



T — h -0' cos(v j?) W cos(v y) -f- -H' cos(vz) 



donc 



et aussi 



J, \ôx dx d\ ' ' d.r ôx d\ " ' âx âx d\ ' J 
J \àx d-r d\ ' ' ' àr du: d\ ' ' ' dx dx d\ '" ) 

=X[ldx^^-T-[dx''^--)r 

- / I U -T B'cos(vj7) 4- -Wcos(vj) li'cos(v^) -i-...[rfa. 



Nous aurons donc 



/ /'^[^ — ^e'cos(va?)-+- -TO'cos(vj')— iv'cos(v;;)l -\-..Ad(T = 



ou 



SOLUTION GÉNÉRALE DU PROBLÈME d'ÉQUILIBRE, ETC. :i^5 



/'L'^^(7-f- /Y-U'AU— ...+ '-%%' -^ luw -^ . . .\ dr = o, 



et, d'après (277), 



f\-^^''-^-^(^'^-^-')'^li^^'-^^^'-^''')^ 



comme on a 



nous trouvons 



d'où Ton tire 



W = W'(n-A), 

e'=o 



et 

(278) U'-V'=W' = o. 

Nous pouvons ajouter au théorème IV le corollaire suivant : 

Corollaire. — Deux solutions du problème (269) ne peuvent différer que d'un 
triplet biharmonique de seconde espèce ; s'il n'en existe pas pour le nombre Â, le 
problème n'admet qu'un seul système de solutions. 

4. Dans ce numéro nous allons démontrer quelques théorèmes sur les triplets 
biharmoniques de seconde espèce, définis par les équations (271). 

V^. Formons avec les triplets biharmoniques de seconde espèce les fonctions 
que nous appellerons les triplets de Cosserat de seconde espèce 



w,= w;(. + A,).-J^^j^e;^ 



et posons 



(280) kj = 



I 



I 4- 2 Ay ' 
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ces fonctions seront continues avec leurs premières dérivées dans t, et elles satis- 
feront aux équations 



AU,-H.,5=o. 



dans Ty 



{281) 



âv 



= Oy cos(v j:) [Wj cos(v/)— Hy cos(vj)], ... à la surface a. 



f. 



»'*=pj 



On aura, en effet, 



(28îl«) 



^ 1 ' 2ki ' 



e 



«y=(l4-Ay)«;, 



donc 



^ 1 dx ^ ôx 'X ôx a \ d/ ôz ) 



(282*) ^^ 



-j^0y cos(vj7) II-L^[ii^^ cos(vy) — l^y cos(v«)] 



I-Â 



-0yCOS(v:r) [*y COS(VJ) — VyC0S(V2)], 



dans r» 



à la 
surface a. 



V^. Les nombres Ay correspondant à des iriplels biharmoniques de seconde 
espèce et les nombres kj correspondant à des triplets de Cosserat de seconde 
espèce satisferont aux inégalités 



(283«) 



(283*) 



Ay > H- I ou 



<""2' 



I 



*/<+ 3. 



En eil'et, on a, d'après (282*), 



XI"®*— Hs)'--(^)'*->'=jXk-*"«'-'*--i* 



et 
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Comme cette expression qui est identique avec l'expression 



X b \ ai 



dWjY 
as 



,{^-m-h 



doit toujours être positive, on trouverait, pour un kj'> ^: 



donc aussi 



ey = o, 



Uy = Vy = Wy = COUSt., 

U^ = V} = W} = o. 



Vc. Le nombre des triplets biharmoniques de seconde espèce Uy, Vy, Wy pos- 
sédant des 6y linéairement indépendants et des nombres correspondants Ay dont 
la valeur absolue est plus petite qu'un nombre fini m 

|Ay| = m 
est fini. 

Pour démontrer ce théorème, formons les séries 

u\ -{- Aw', -h A' //',+... , 
v\ -h Ar', H- A' (»', 4- . . . , 
(»^, -+- Aw^, 4- A* (»^, 

< = Wi, 



de manière qu'on ait 



U)t, VJj, W^ étant un triplet biharmonique de seconde espèce, les fonctions «'■, 
(>' , w'j étant formées à l'aide des équations (209); alors on aura 






Âï' 



donc 



• • » 



u\ H- \uL -h A' a', 4-.. .= -T— 



U 



it» 



En posant 



u\ = a, U; 4- «jU; -f- . . . -f- «p U'p, 

w^; = «1 w; 4- «, w; 4 . . .4- «p w;. 



IAKIAJ. 
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ai, a2, ....fOLp étant des constantes, Uy, Vy, W^ des triplets biharmoniques de 
seconde espèce, on aura 



I 



,.< ^.A,/, +A«.;+...=:-2;/ j^v; 






^ «,', + A»v; + A««'; + ...=-2/^^^^w;, 



si |A| est plus petit que la plus petite des valeurs absolues de A|, A3, ..., A^. 
Supposons qu'il y ait un nombre infini de triplets biharmoniques de seconde 
espèce possédant des By linéairement indépendants et des nombres correspon- 
dants 

Al, Aj, . . ., Ap 

satisfaisant à l'égalité 

alors on pourrait, en choisissant p assez grand, d'après notre démonstration du 
théorème IV, obtenir la convergence des séries 

u\ -h A if'.2 -+- A* Wj -h . . . , 

v\ -hA('i -f- A*i'i -f-..., 
w/, -f- A i\\ -h A* ii'j -h . . . 

I A I = m. 



pour n'importe quel 



de telle manière qu'elles représentent des fonctions continues avec leurs premières 
dérivées dans t. D'autre part, nous savons qu'on a 



.. ^j\ 



i/; + A//;4-A«£/,+...=-2]'-^î^ 



si I A I est plus petit que la valeur absolue la plus petite des A,, A2, . . ., A^, et ces 
expressions deviennent infinies si le ay correspondant n'est pas nul; comme ils ne 
peuvent pas disparaître tous, nous arrivons à une contradiction de la supposition 
qu'il y ait un nombre infini de triplets biharmoniques de seconde espèce possé- 
dant des By linéairement indépendants et des nombres correspondants 

|Ay| = m. 
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Vrf. Soient Uy, Vy, Wy et U'^, V'^, W'^ deux triplets biharnioniques de 
seconde espèce et 

alors on aura 

(284) Ç%'j%'f,dT=^o, 

Corollaire. — Soient Uy, Vy, Wy et Ua, Va, Wa deux triplets de Cosserat de 
seconde espèce et 

alors on aura 

(285) Ç%j%,,d'Zz=zo. 

On a, en effet, d'après (282**), 

I \ ""^ — "3 h ... -h -T 3 h ... H T ^t—— -t- . . . I «T 

Jx \ ^^ ^^ ^^ ^^ ^^ ^^ I 

= i A(I - kj) %j%k+ «y«* + . . .] rfT, 

j^\dx dx ' ' ' dx dx " ' dx dx " ' ) 



et aussi 



donc 



d'où l'on tire facilement les équations (284) et (285). 

Vtf. S'il est possible de développer trois fonctions harmoniques «/', i^', w' conti- 
nues avec leurs premières dérivées dans t d'après les triplets biharinoniques de 
seconde espèce 

/ w' = c,u; 4-c,u; 4-..., 
(286) ! v' =c,v; 4-c,v; -f-..., 

on connaît aussitôt les coefficients Cy : 

(287) Cj^ifB'^'jdx (/ = i,2, ...). 

•'T 

Fac. de T,, a* S., X. 32 
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On tire celle formule aussitôt des formules (284) et (271). 

V/. S'il est possible de développer trois fonctions w, r, w continues dans t avec 
leurs premières dérivées d'après les triplets de Cosserat de seconde espèce 

(288) tt = CiU,-^C,U,-f-..., 

on connaît aussitôt les valeurs des coefficients Cj : 

(a88') Cy= ^ feBjdr (7 = 1, a, . . .). 

Corollaire de V/. — Si les fonctions w, v^ w satisfont aux équations 

Att -h A: -r- = o, ... dans t, 
ox 

-jr = ^ Ocos(vj?) [wcos(vy) — ocos(v5)] -+-/i, ... à la surface or, 



on aura (*) 



^"^^> Cy=i5f-^jr(U,/.4.V,/,-hW,/,)«^<7 



(7=1, 2, ...). 



Nous traiterons, dans le n" 6, la question de la possibilité de ces développe- 
ments. 



5. Reprenons les notations du théorème IV et remplaçons les fonctions /«, /i, 



(») On a, en effet, 



•+■ I jw-T-^ -h. .. — Uy — ; COS(VT) — -UICOS(v^) H U COS(v«) 1 — , ,Ad<t 
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/s dont nous sommes partis, par les fonctions 



1 

n 



(ago) S„=/.-2^C,j^ +^L _^jr e;^ + l[1i;cos(v.)-1»^cos(v^)]j. 



1 ^ 



en posant 

de manière que le théorème IV nous donne les solutions 



u'f v' ^ w" 



du problème 

du' 

(^v "^ 8 



sîï slVvX^T-^- î["'^^^(^->')--''^^^^(^^« 



à la 



= A — -^ -^ -6'cos(var) w''cos(vj/')-h -»'cos(v«) -4- Rm [ surface a, 

(292) I 

/ tt'rfrmo, 

/ u''rfr = o, 



• • • • 



Je dis que les valeurs 

^i> ^f> • • •» ^1» 

ne peuvent pas être des pôles des fonctions vF ^ ç^, s;^ . 
On aura, en posant 

' 81c dxj^ r 
(393) i 

* = ^T' 

i-haA 
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les équations 



Al? — - 1 ^ — '-^' ^ 
2 dx 1 dx 






-r- = (/"coF (r.r) | «"rosCvr) — u'oosCv»)] -4- R^ f à la 

surface a. 



donc 



et aussi 



ffdti" dVj dv' ôYj di*^ dWj \ . 



• • 



on trouvera ainsi, puisque 



{k-- kj) ÇW'%jdx = o, 



(1) On a, en eiTet, si u'^ v\ w' sont des fonctions harmoniques quelconques, continues 
dans T avec leurs premières dérivées, 

comme on voit facilement en posant 

u = a'-+- ô- T- I ^ —y 
OIT àr J^ r 

à TaiHe de transformatifms de Grcrn. 
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et aussi 

(296) (A — Ay) Ç B' %'j dx =z o. 

En désignant par Wy, (^y, «'y les fonctions successives définies par les équa- 
tions (208) et (209), quand nous partons des fonctions R^) S^, T;,, au lieu des 
fonctions/«,/2,/s, nous aurons 

n 

(297) «'=«: + A «; + A» «;-(-... = «' -2/ ^^^U^, ••• (|A|<|A,|). 
et, d'après le théorème IV, 

(298) "-^v^"^* 

où Yi est une constante, 4>, X, W des fonctions qui restent finies pour 

lim(A|— A) = o. 



Il vient ainsi 



(299) 



„.= (y._c.A,)^-H*-i/^u;. 



ou 

I (A,-A)«' = (y,-C,A,)U', +«„ 

(3oo) (A,- A).'' =(y,-r.,A,)V; -i-£„ 

( (A,-A)«^=(y,-C,A,)W; + £„ 

où nous pouvons faire 6), Sj, Sj aussi petits que nous voulons en diminuant 

|A,-A|. 



On aura donc 



tj 






Uy I ^ + 5^ 5fx / «'.T + ^[•'.cos(v^)-»ico»(v,)] 



n 

1 ï "^ 

=- i^ y ey(e;- ce', - c,e', -. . .- c„e;) rfx 

Il — ki 



d-z 



8 >l 

s= O. 
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De là nous lirons, à l'aide de Tidentité (1296), en passant à la limite 

lim(A, — A) = 0, 

qu'on aura 

y,-CiA| = o, 

donc 

CA. 



(3o,) .^=4.-2^^U}, 



• f 



où <Py X, W restent finies, même si Ton approche A indéfiniment de A|. 

Le point 

A = A, 

ne peut donc être un pôle des solutions f/", t^, i%^; les séries (297) convergeront 
pour cette raison, non pas seulement pour toutes les valeurs de | A| plus petites que 
I A| 1, mais aussi pour toutes les valeurs de | A | qui sont plus petites que le | A3 1 le 
plus proche ; d'une manière analogue nous pouvons continuer, et nous trouverons 
que les séries (297) doivent être convergentes avec leurs premières dérivées dansT 
pour toutes les valeurs de A satisfaisant à Tinégalité 

I A I = m. 
Soit 

(3oa) rn<\; 

alors les triplets biharmoniques de seconde espèce possibles 

ne pourraient être que des triplets possédant des nombres correspondants qui 
satisferaient à l'inégalité 

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant : 

VI^. A défaut de triplets biharmoniques de seconde espèce possédant des 
nonibn*» correspondants négatifs 



— '<Ay<-â' 



If A Héries 



' u' = «i -h \u\ -+- A«w; -+-... , 
(lioâ) < «'' = ^'. -^ Ai»; -f- A*/, -^. . ., 
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dans lesquelles les fonctions successives Wy, Vj^ w'j sont définies par les équa- 
tions (208) et (209) seront absolument convergentes dans tout le domaine t avec 
leurs premières dérivées, si 

(3o4) |A|<i, 

et elles représenteront les solutions du problème 



au' = Oy ... dans r, 

du' 1 I à* T/i/^T 1 A -, 



dv Stt I -+- A dor dv 7 f a i -h A 



âv J^ r 



6'cos(va?) 



(3o5) 



I > à la surface or, 
[w'cos(v/) — »'cos(v^)] -+-/i 



• . • • 



I n' dr = o. 

Dans le cas qu'il y ait des triplets biharmoniques à nombre correspondant 
négatif 



— »<Ay<— -> 



ce résultat est toujours vrai aussi longtemps qu'on aura 

1A|<1. 

Pour arriver, dans ce cas, à des séries absolument et uniformément convergentes, 
aussi pour 

-^?|A|<., 
il faut former les séries (3o3) en partant des fonctions 

/•- 2> C,jf!+3L^ye;^Vi[»;cos(vy)-f;cos(v,)]|, 

(3o6)|/.- 1/ C>j^ +8Îïd|îh;X«>T-^i[*><^««<^-")-»><^«^(^-')lj' 
^'- 1^ C,j^+^^jre;^Vi[»;cos(vx)-i;co8(vy)]j, 
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el en faisan l 

(307) Cj=Je',S'jdT, 

au lieu des fonctions /i, /s, /,. Les séries formées de cette manière, en partant 

des fonctions (3o6), 

«0 -H A m', -♦- A' £/',-+-... , 

v"^ -hAv\ -hA'i'; -h..., 
M^; -h \w\ -^ A»fvJ 4-. . . , 

seront absolument et uniformément convergentes dans t avec leurs premières 
dérivées dans tout le domaine t, si 

|A|<i, 
et les fonctions 

u' = ul-h \u\ -f. A«i/; 4-. . .-f.^^ ^J x^\ "y> 

(308) ( ^ =i^l ^-Af^; -hA«/, 4-...-+-2>Cy^^-^^V}, 

if^^=iv;4-Aiv;-i-A'ii^;4-...4-2]>Cy ^^^^ w} 

représenteront les solutions du problème (3o5). 

Corollaire de Via. — Les solutions du problème (3o5) satisferont aux inéga- 
lités 

( l"'l» U''l» h^^'l / 

(309) , ' , ,,^ , , ' ,, ?Qmax. abs. (/„/„/.) -h C. A, 

/ |D,a'|, IDi^^'l, |D|fv'| ) 

I |D, w'(^î»yt>'5,) — D|a'(j?i,y„5|)| j 
(3io) |D, (/(ar^j^^s,)-», i>'(a7„yi,z,)| /^[C, max.abs.(/|,/„/,) 4.C,A]rf„ 
( |D,«^(j?„/„5,) — Dii»''(^i>/i>'5|)| ) 

Cl, Ca étant des constantes finies, qui ne dépendent que de la surface a* et 
de lîj, si 

( 3i i) I /y (a?„ yu zt) —fji^i, v„ -1 ) I ^ A rf, ( o < cj < i). 
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VI^. Les fonctions 

u =i/'(i-f. A)-h 






' Sn dz J^ r 



seront, si Ton pose 

I 



(3i3) k = 



r ' 



des solutions du problème fondamental 

Aa-^- A:-r— = 0, ... dans Ty 
-r- = 6cos(yar) [wcos(v/) — ocos(v3)] -h/t» ... à la surface <t. 

Comme on peut ajouter à chaque solution du problème (3 1 4} les expressions 

b H-CjO? — Ci 5, 

a, 6, c, C|, Ca, Ca étant des constantes quelconques, on peut, du reste, donner aux 
intégrales 

f udr^ I vdXy I wdr, 



I u dr, I 9 rfr, j w dr 



des valeurs que Ton veut. 



Corollaire de VI^. -r- Les solutions du problème fondamental, pour lesquelles 
ou a 

Jf udr=^ I f rfr= / v(fdr = Of 
T ^ X *^ X 

(3i5^ l 

Jf u É?r = / 9 dr=: j w dr = Oy 

Fac. de T., a» S., X. 33 
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satisferont aux inégalités 

(3i6) ,i^,,r.ii,^i < Cimax.abs.(/„/„/,)4.CA, 

( |D,m|, IDji'l, IDj^l ) 

(3i7) n I^i *' (^î»7î» -t) — I>i *' (^i»ri> ^i) I } < [C,max. abs. (/,,/f,/,) -h C,A]rf,, 

C|, Cs étant des constantes finies ne dépendant que de la surface a* et de xa. 
Vie. Pour réduire le problème général 

Am-i-A:-^— = — X, ... dansTy 

(3i8«) 

il ÊÂ I ^^ A 1 

•r- = 0cos(va?) [i»cos(v/) — ocos(v2)] -+-/i, ... à la surface c, 

X, Y, Z étant des fonctions continues dans t de la manière 
(3i8*) |X(d?„/„j!5,) — X(x„j^i,^,)| = Br7„ 

au problème fondamental, on n'a qu'à résoudre d'abord le problème (^) 

Awq-h ^T^ =-- X, ... dansT, 

(3i8^) j àx 

i/o= fo= Mfo= o à la surface <t 

d'une manière connue (Ann. Éc. A^orm.^ 3* série, t. XXIV, 1907) et à ajouter 
aux solutions de ce problème les solutions 

du problème fondamental 

Aw(a — Wo)-^A: 3 — ^ = 0, ... dans r, 

ox 

(3i8'') / ^^" ^ ^~^^^ "" ^0) c^s(va?) — i [(w — »,) cos(v^) — (» — Oo) C0s(v«)] 

( à la 
-+-/|— -5-^ H — ôocos(va:) — -[woCos(vy) — »ocos(v«)] ( surfaccff. 



(*) Ce qui est toujours possible pour 
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Corollaire de VI^. — Les solutions du problème général, pour lesquelles on a 



/ M rfr = o, 
/ u rfr = o, 



satisferont aux inégalités 



l"l» \^l Kl )_ 

(3i9) I .^ . .^ . .^ . < c,A-4-c,max.abs.(X,Y,Z)4-c,max.abs.(/,,/„/,), 

IDim|, IDii'l, |D|iv| ) 

(320) / |D,('(j?,,/,,5,)-D,t'(a?i,7,,x;|)|| = [C|A4-c,max.abs.(X,Y,Z)4-c,max.abs.(/,,/,,/3)]r^^ 

C|, C2, C3 étant des constantes finies qui ne dépendent que de la surface t et de rs. 
Pour démontrer ce corollaire, on n'a qu'à combiner le corollaire de Vl^ avec 
les formules (i32), page 74? de mon Mémoire Sur les équations de r élasticité 
{Ann, Ec. Norm., 3* série, t. XXIV, 1907). 

6. Dans ce paragraphe, nous nous occuperons des développements d'après les 
triplets biharmoniques de seconde espèce et par conséquent aussi des dévelop- 
pements d'après les triplets de Cosserat de seconde espèce. 

Reprenons, comme au n° 6, les notations du théorème IV et remplaçons de nou- 
veau les fonctions /« , /a, /s dont nous sommes partis par les fonctions 

n 



(3a.) S„=/,-2yC,j^^ ^.^_^jfe;Ç + I[l}cos(v^)-W;.cos(va:)]j, 



1 
n 



en posant 

(3aa) Cj=Je^,»jdr. 

Si nous formons, en partant de ces fonctions R^, Sm, T^, les fonctions successives 
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"y' t'y, iv'j d'après les formules (208) (*), (209), les séries 

/ m' = w; -+- Aw* -h A*i/î-h..., 
(3a3) I f' =/, -+-Ai'';-+-A*/,4-..., 

seront convergentes, comme nous avons vu au n^ 6, pour chaque 
(324) |A|^m. 

Nous pouvons en conclure qu'on aura 



fô^dr/ fo\^dr 



(3a5) -^^ \^ri^ 1^^ 



f0Vdr\^ ^'^JxWdx^ 



En effet, on a, d'après le lemme III, page 234, l'identité 



J6ydr=j'&'j_,(rj,,d^ 



(y = I , a, . . . ), 



d'où l'on tire les inégalités 



re;«rfT f^xdr 



< /• <• • • 



feV dx 



(>) Les formules (208) deviennent 
(323') a;=a'o-C,U',-C,Ui-...-C«U;»sR'^, 

(*) En posant 

(3.5') ,_ .r;„ , .s;, , .T^ 



Ox dy dz 

et en définissant Rm, S'^y T'^ par les équations (323'), remarque (^) de cette page. 
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Si l'on avait 



il viendrait 



i'- 



^.^^^ 



*"/''•■*> (s )"/'"*• 



et cela serait en contradiction avec la convergence des séries (323) pour 

A =:/n. 
Comme l'expression 

( 3^6) y r'Ji dr =J&i ^t - Cî - CJ - . . .- C» 

est une expression positive qui diminue sans cesse, si Ton fait croître m, cette 
expression restera finie aussi pour 

lim m = 00, 
et l'on trouve ainsi 

(Sa;) jB'^ rfT=const. fin. -i^- 

Ce résultat nous montre que nous pouvons faire l'intégrale 



X 



T'^A 



aussi petite que nous voulons en agrandissant m, si nous connaissons trois fonc- 
tions harmoniques u\ v'y w^ continues avec leurs premières dérivées dans t, satis- 
faisant aux relations 



(3a8«) 



/ u' cfr = o, 



i /, = — -^ +^^oCOS(Vd?)— i[w;C0S(V7)- 0; C0S(V5)], 

(328*) {ft = — -^ -hi6;cos(vy)— i[ïi; cos(v5)— S;cos(va:)], 

/»= - "57 ■+" â ^0 cos(v5) — - [t»; cos(var) — u; cos(vy) |. 
Pour aller plus loin, nous nous demanderons si l'on peut conclure de l'iné- 
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galité (327) qu'on pourra faire aussi 

R' ^' T' 

aussi petits qu'on voudra en agrandissant m, et démontrer ainsi la convergence 
des séries 

c.u; H-c,u; +...-hC,u;, 
Cl w; 4- c,w; 4-. . .4- c„w;, 

en supposant l'existence des fonctions e/', v'^ «/. 

Nous nous servirons, pour traiter cette question, du lemme suivant : 

Lemme. — Pour chaque triplet biharmonique de seconde espèce Uy, V' , W'-, 
on a 



.1+4 



(329) l©}(^,.y„5,)-e;.(^„y„«,)|=c|Ay| ^r^ 



it' 



m étant un nombre positif quelconque satisfaisant à V inégalité 

0<cj< I, 

et c étant une constante finie ne dépendant que de la surface c et du choix 
de Ts. 

On a, en effet, d'après le lemme II, 

s étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut, si 

Nous arriverons donc à notre proposition (329) en posant 

•vl 



Nous tirons maintenant de Finégalité (327) l'inégalité suivante : 

I e".(0)|^ ^5îî^^ tL + ô",(0) -e-.co'), 

en désignant par O' un point voisin du point O, où 0", a son maximum absolu, à 
l'intérieur de t et séparé du point O par la distance p. 



» . 
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Comme on a 









le lemme que nous venons de démontrer nous apprend 



|0;(O)-ô;(O')| = (consUfln.+ |C.||A,r-^|C,||A,r^...4-|CJ|A«r^^^^ 
donc 
(33o) |0;|=£^£^JÎ£: J-^-const.fin.v/ïT/n^p'' («), 

où nous pouvons disposer encore de p. 
Nous aurons, d'une manière analogue, 

,û» ,_ const, fin. I . t> /— "^ir" m 

l^îl< —t -p=-+-const.fin.v//^/n "^ p°, 

(33i) { ' 

, ^ ,« const. fin. I ^ r- — ~r — « 

|^|< —j -r=-hconst.fin.v/^m ^ p^ 



m étant un nombre positif quelconque satisfaisant à l'inégalité 

o<cy<i, 

et ces inégalités seront vraies aussi longtemps qu'on aura 

3 — (y — i)cy = o; 

dans le cas 

3 — (y — i)cj = o, 

nous aurons 

(332) I ^1= ££5^1^ ' _H const. fin.v/^ p^. 

La démonstration du lemme I, page p.29, nous fait voir, en ayant égard à la for- 
mule (223), page 281, qu'on aura en tout cas 

(333) /i<'w«, 

(>) Nous savons, d'après (826), que CJ -H CJ -+-...-+- CJ est flni, donc 

I C| |4-|Gf |h-...-+-| Gn|^ const. fln.v/n. 
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a étant un certain nombre positif; donc, si nous posons 

(334) p^m-^, 

et si nous choisissons convenablement ^, nous pourrons toujours obtenir pour 
un s fini 



(335) 



|^|<consl. Ûn.m-T (y >o) 



et que nous pourrons de la même manière faire | h]^^ |, | h]^^ jj • • • aussi petits que 
nous voulons en agrandissant m, et aussi 

A étant un nombre réel quelconque, mais fixe, pourvu que pour le A en question 
ces séries soient absolument et uniformément convergentes. Donc, quoique nous 
ne puissions pas démontrer la convergence des séries 



c, u; 


+ C, U', + .. 


• 9 


c, v, 


+ C v;-i-.. 


• f 


c.w, 


-i-c,w;+.. 


' • f 



même en supposant Texistence des fonctions a', i^, ci/ satisfaisant aux rela- 
tions (828), nous pouvons toujours, en formant successivement des fonctions har- 
moniques i/y, Vjj (Vy, à Taide des solutions des problèmes 









-[î»i cos(vy) — t»i cos(v5)] =/„ ... à la surface a. 



(336«) 



/ m; dr = o, 
/ u; ciT =z o, 



ait) 



(336*) 



= T-^ 4- -Ôy_, cos(v;r) 

— ^[»y-iCOs(vy) — t»;_,cos(v5)] 



à la surface a 
(y==Na,-.), 



/ w}rfr=:o, 
/ u} rfr = o, 



• f 
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arriver après un nombre fini de telles opérations à un Iriplel de fonctions ?/^, 
^s'i ^^s 4"^ permettra les développements en séries d'après les triplets biliarmo- 
niques de seconde espèce (à des fonctions harmoniques additives //, c, (v près 

pour lesquelles on a Ô = o), et non seulement le triplct //^, r^, \v'^ admettra ces 
développements, mais aussi les fonctions 

ai -h A wi+, -h A* wi^.j -h . . . , 

i'in-A i^;^,4-A' r;^2 4-..., 

«'i-t- A(v;^.,-hA«H';^,-h...,. 

si ces séries sont pour le A en question absolument et uniformément convergentes 
dans T avec leurs premières dérivées. 

VlFfl. On peut toujours mettre les solutions a', v'^ iv' du problème 



Aw'=o, 



dans T, 



du' 



871 i -^ \ ôa: 



à-^X '' 



,dr I A ^, 

' * cos(vjr) 



2 1 -h A 



(337) / 



-[«>'cos(v/) — »'cos(vs)] +/, 



à la surface a, 



/ u' dr=: o, 
/ u' dr:=: o, 



dans la forme 



(338) 



u'= w;-h 



< i' = «'o-H 



\V irz iV 



A w\ 4-. . .-h A'-* tti_, 

A i';-i-...-hA'-» (>;_i 

A M'', 4-. . .-h A'-*ii'i_i 



c, u; + c, u; + . 


■ .+ u, 


c, v', + c. v;h-.. 


.-hv, 


c,w', -i-c.\v;+. 


. . 4- tv, 



où les Cjsont des constantes faciles à calculer, diaprés le théorème^ e^page 249, 
et où s est un nombre entier fini, u, v, w étant des fonctions harmoniques 
dans T satisfaisant à V équation 6 = 0. 

Vn^. On peut toujours mettre les solutions du problème fondamental 



(339) 






dans T, 



-r- = Qcosiyx) [w cos(v/) — cos iyz)] -h/i, 

Fac. de T., a* S., X. 



à la surface a, 

34 
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dans la forme 



/ - 1 - X 



• «, 4- O-yt) ''«"♦■—"♦■ yrr) "'-*^"^«^« -♦-c.Ut +..., 

où les Cy sont des constantes faciles à calculer d'après le théorème V/, page aSo, 

1/, ^, (V étant des fonctions harmoniques dans t et satisfaisant à l'équation = o; 
les fonctions Uq^ £/,, /<27 ••• sont définies par les équations (^^g), page 235. 



CHAPITRE III. 

L'EXEMPLE DE L\ SPHÈRE, 



1. Nous connaissons les triplets biharmoniques de seconde espèce et les triplets 
de Cosserat de seconde espèce pour la sphère de rayon R autour de l'origine 
comme centre. 

Nous introduirons les coordonnées polaires Ti, 0|, <pi par les transformations 



(340 { y — f'i^t -^JcosQ,, ^, = cos9„ 



5 =r,vM-^sin9t, 
et nous posons 

(34^) Fy(a', K, z) = r{ Yy(fi,. 9,), 

où \ j représente une fonction sphrriquc générale d'ordre y ; je dis que les triplets 
biharmoniques de seconde espèce seront les fonctions suivantes : 



W',= T^ 



^i 



^~(y-i-0(v-t-3) 



[(.y + .) = iv-rî^] 
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«y étant une constante (*) qui peut servir à faire 



/ 



S'/dr = i; 



je dis donc que les trîplets biharmoniques de seconde espèce sont pour la sphère, 
à des facteurs constants près, identiques avec ceux de première espèce [voir mon 
Mémoire Allgemeine Los un g des biharmonischen problems im liaume {Bull, 
de Cracoviey 1907, p. 898)]. 
On aura, pour ces triplets, 



(346) 



(344) 



et 



(343) 



donc 



e', = 






M! 



»; 



M'j 









J -^^ 



dx 



ày 



y -hi \ âr "^ dœ ) 



i;cos(v7) — n; 6os(vz) = —^J-—\^xYj-- 



*} COS(V^) — Hïy C0S(VJ?)=: 

!>/ cos(v^) — H} cos(vj) =z= 



(y + ORV 



■aF 



x-^) 






\k fyi= 



_ «y F/ 



ay 



^[^-^('•î-H' 



4ir dd? J^ •' r 



_ «y 



ay 



[a: F, 



à la surface 
de la sphère 



+ 



a \ ' ay-t-i / da; J 



dU', 






«y 



dv 



,rfT_ 



(V 



_[(.y+,)-F,-R«§]=-Z±lu^, ... 



<^^7) i^d^l^'jT 



«y 



(V + 3) 



r[</-)'^/-^«'S] 



à la surface 
de la sphère, 



(1) Il est à noter qu'il y a un triplet de seconde espèce aussi poury =0| pendant qu'il 
n'y en a pas de première espèce. 
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et, si nous posons 



;i 



(348) Ay = 



_y'-^y + ' 



2y-M 



I H- A/=: 



ay-f-i ' i-hAy (/-f-i) (y^-a)* 



il viendra, en eflel, 



"T^ H r- T— T- / ^y ^^y COS(va:) 

dv 1 4- Ay dx dv J^ '^ r a i -i- Ay -' 



"^ - [^}<îOs(v/) — Wy cos(vz)] 



(349) =--i+iu;.4-^^ ,. ,;.^-^' ■ , r(y-n)^F,-hiÙti.R«^>] 






2(y + i)(y + a) «•**'^^2U(y-e.)V ' <^.r>/ 



= o, 



(352) 



2. Les triplels de Cesserai de seconde espèce seront 



U^ =lj;. (H-Ay) + 



a •' 4(ayH-i)' 



_L iL fft'Jl- 
Stt d.cj,^ r ~~ 

Stt <^y J. ' /• -i • ■' 4(v + ") 

w,^ w;.(. -^ A,) ^ ^ ^4/e;l^^ = ^ . f, -^ 4^:^ (»'- 



-Srî) 



,x<^F> ' 



<^x 



( 35o ) -, N'y = V; ( , + Ay ) -H 



3r»^^ 
3rM^ 



(y = o, i,s,...) 



el leur nombre correspondant 

(35i) 



^ 2y * 4- 4y -H 3 



(t;o//- la Note de MM. E. et F. Cosserat dans les Comptes rendus, t. CXXXHI, 
1901, p. 2-iî). 

Comme, pour la sphère, le nombre s dans les théorèmes VII^ et VI U peut être 
posé = o, on peut toujours développer les solutions du problème fonda- 
mental 






dans la sphère, 



1 /- 

— = 9cos(vx) [wcos(v/) — a cos(v5)] +/i, 



à la surface de la sphère. 



d'après les triplets de Cosserat de seconde espèce, si les fonctions /i, /i> f% satîs- 



nj>o 
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font aux conditions 

A constante donnée^ 

(353) |/y(^t,rî>^«)— /y(^l»yl^'2^^)l<^'*M 

de la manière suivante : 

1 «e 



(354) 1*^='^ -^J^JCjVj, 





où e/, ^, w sont des fonctions satisfaisant aux conditions 

(355) ^—-^ — h^ — hi— =:o, ^u=: ùki^z=àw = dans la sphère, 

ox ay oz ' 

et où l'on doit poser 

(356) cj=l jj^ J{ Uy/. + Vy/, + Wy/, ) rfa. 

Le calcul des fonctions u^ v^ w est un problème qu'on sait résoudre à l'aide des 
fonctions sphériques (*). 

(») Soient 
(354-) (x>='^HAk.,?.), 

( 'l'y=''lZy(fl|,?l), 

Hy, Zy étant des fonctions sphériques générales d^ordrey; alors on posera 

on connaît les développements en fonctions sphériques 

/i cos(v2r) -4-/, cos(v^) -+-/j cos(vz) =]^yTiy ( (Xi, ?, ), 

(354^) < V^ 

/» cos(v^) — /, cos(v«) =^ySy(fz„ (pi), 



et l'on trouvera à Taide des deuxième, troisième, quatrième équations (352), facilement, les 
fonctions yj et ^j. 



SUR 



LA TBÉORIE DES TOURBILLONS, 



Par m. W. STEKLOFF. 



1. Supposons qu'un liquide incompressible parfait soil contenu dans un vasr 
fermé solide qu'il remplit entièrement. 

Désignons par Ç, vi, Ç les axes des coordonnées rectangulaires fixes. 

On peut imaginer que le vase solide fait partie d'un système invariable que nous 
désignerons par (A). 

Envisageons trois axes rectangulaires x^ y, 5, ayant un point O pour origine, 
invariablement liés au corps (A). 

Le mouvement du vase ou, ce qui revient au même, du corps solide (A) se com- 
pose d'un mouvement de translation, défini par le mouvement du point O du 
corps (A), et d'un mouvement de rotation du corps (A) autour du point O. 

Désignons par Wq? ^o? ^0 les composantes suivant les axes x, y^ z de la vitesse 
du point O; par/?, q eX r les composantes suivant les mêmes axes de la vitesse 
angulaire Q de rotation du corps (A) autour du point O. 

Les quantités Woj ^0? ^o?/^? ?? '? données en fonction du temps /, déterminent 
complètement le mouvement du vase. 

Désignons maintenant par 1/, v^ w les composantes suivant les axes mobiles 

x^y^ z de la vitesse absolue V du point (J7, y, z') du liquide remplissant le vase; 

par (i>|, (i>2, (1)3 les composantes suivant les mêmes axes du tourbillon Û. 

On a 

dw ds^ 

. du dw 

dv du 

ôx ôy 
et 

, ^ du àv dw 

' dx dy dz 

car, d'après l'hypothèse, le liquide est incompressible. 
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Désignons par (S) la surface du vase; par a, p, y les cosinus directeurs de la 
normale extérieure à (S) avec les axes des x^y, z. 

Les vitesses w, r, «• du li(|uide doivent satisfaire à une condition à la paroi du 
vase [sur (S)] qu'on obtient en exprimant que les composantes suivant la normale n 
<le la vitesse de chaque point de la paroi et celles du point correspondant du liquide 
doivent être égales les unes aux autres en tous les points de la surface (S). 

On obtient ainsi Téqualion suivante : 

(3) Ma-f-(';3-+-i»'y = o(.r,j,5, /) sur (8), 

où Ton a posé 

(1) o{x,y, z, t) = (wo 4- qz - ry)a 4- (vo-^rx — pz)^ 4- (<*'o-t-/>r — 9^)7- 

Dans le cas particulier d'un vase fixe, on aura 

9(^,7, ;:, = 0,. 
et Téquation (3) devient 

(5) i/a 4- r|3-hi*'y = sur (S). 

2. Nous pouvons maintenant énoncer le problème général de la théorie des 
tourbillons comme il suit : 

Les tourbillons w,, coj, 103 c/u liquide remplissant le vase, animé d' un mou- 
srement donné, étant donnés à un instant en fonction de x^ y^ z, il faut en 
déduire les vitesses 1/, r, ii'. 

On ne considère ordinairement que deux cas particuliers de ce problème 
général : 

1" Le cas d'un licjuide indéfmi ; 
:>." Le ras d'un vase fermé fixe. 

Le problème n'est résolu (jue dans le premier cas (liquide indéfini). Quant 
iui second ras, on \v ramène au premier j)ar un artifice bien connu (voir, par 
rxrmplc, IL Poi><:\uK, Théorie des Tourbillons, p. ii3; P. Appell, Traité de 
Mécanif/uc nitionne/lr, t. IIL p. ^\9.). 

Or, les expressions drs \ liesses ainsi obtenues ne représentent pas, à proprement 
parler, la solution du problème ; il surfit de ra])peler qu'elles exigent la connais- 
sant e de vitesses u, i', w à la paroi du vase, tandis que ces vitesses ne font pas 
partie des données qui sont seulement les tourbillons (ro/'r P. Âppell, lac. cit., 
p. 4/45). 

Je vais compléter, dans ce qui va suivre, ce défaut et indiquer tout d'abord 
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une inéliiode simple pour résoudre le problème général énoncé au début de ce 
numéro; j'indiquerai ensuite certains cas, où le problème se résout d'une manière 
plus simple à Taide de considérations particulières, et, enfin^ quelques applications 
de ce problème fondamental de la théorie des tourbillons à la solution de certaines 
(|uestions d'Hydrodynamique. 

3. La détermination des vitesses w, r, w se ramène à Tintégration des équations 
aux dérivées partielles (1) et (2), jointes à la condition aux limites (3), où 
(•>,, (02, (05 sont les fonctions connues de x, j^, z vérifiant identiquement la relation 
suivante : 

Ox Oy Oz ' 

Rappelons tout d'abord un cas particulier, où le problème se résout sans 
difficulté. 

Supposons que les fonctions coi, g>2, (Oj satisfassent à la condition 

(7) Wi« H- (k),|3 4-0)37 = sur (S). 
Posons 

L\Tz Oy j r i\i: oz J r 

(8) |s.= ^;^ f^dr'-yLàr^J,^^, 

1 L^n dz J r ^n djrj r 

An dj:J r ^n Oy J r 

et 

(9) <rzz:S,-h^, 

ôy 

OZ 

Nous désignons par /• la distance de deux points {x^y^ z) el {xf y z') An 
domaine (D), limité par la surface fermée (S); par <i>,, w^, w^ ce que deviennent 
C0|, wa, W3, lorsqu'on y remplace x, y^ z respectivement par x\ y ^ j'; par rfr' l'élé- 
ment de volume du domaine (D), auquel s'étendent les intégrales de seconds 
membres des équations (8), prises par rapport aux variables ar', ^', 5'. 

Les expressions (9) de w, ^ et w vérifient les équations (3), quelle que soit la 
fonction P, pourvu que w,, (o^ et 0)3 satisfassent aux conditions (6) et (7). 

Substituant (9) dans (4), on obtient cette équation en P : 

d^ P r)* P d^ P 
(,o) AP =r ^-L ^- i;JL H. ILL = o à rinléricur de (S). 

OX" Oy^ oz*- 

rac. de T., a* S., X. 35 
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C^uant a la condition (5), elle devient 

^a-H^?-H^y-*-S,a-T-S,3H-S,y-? = o sur (S). 

En désignant par 

àPi 
On 

la dérivée normale intérieure de la fonction P sur (S), par /la fonction connue 

/=? — S,a — S,^ — S, y» 
l'équation précédente devient 

(") ^=f sur (S). 

Il est évident que /satisfait a la condition 



j fds = o, 



Finlégrale étant étendue à la surface (S) tout entière. 

La détermination d^ine seule fonction inconnue P se ramène a l'intégration de 
Téquation (lo) de I^place jointe à la condition aux limites (i i), c'est-à-dire à la 
solution du problème fondamental d'IIjdrodjnamlque (problème de C. Neumann). 

Ce problème est résolu maintenant pour toutes les surfaces fermées jouissant de 
certaines propriétés très générales [voir, par exemple, mon Mémoire : Sur les 
problèmes fondamentaux de la Physique mathématique {Annales de l'Ecole 
iSormale, 3* série, t. XIX, mai 1902, p. 191)]. La fonction P étant ainsi trouvée, 
on obtient les expressions cherchées des vitesses u^ r, cvà l'aide des équations (9). 

•i. Montrons maintenant que le cas général du problème en question, où 
(.),, CO.J, 0)3 ne satisfont pas à la condition (-), se ramène à celui du numéro 
précédent. 

Désignons par ^/|, r,, %v^ trois fonctions quelconques des variables x, y^ 5, con- 
tinues avec leurs dérivées partielles du premier ordre en tous les points du 
domaine (D), limité ])ar (S) [même aux points de la surface (S)], et posons 



(12) 



P' oy 




P'= dz 









(l3) (7| — Wi— p,, C7jr=Wj— p„ (73=:&»,— P3. 
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Choisissons les fonctions iij, 1^4, iV|, arbitraires jusqu^à présent, de façon qu'on 
ait 

(i4) a,« -f- a,p -I" aay = sur (S). 

Soit 

l'équation de la surface (S). 

Supposons que la fonction /(x,^, 5) admette les dérivées 

^, ^, ^, 

dvC 0y ds 

bien déterminées et continues en tous les points de (S). 

On a 

^ ^ «y 

dje „ ar as 

où 



-v/(iHf)Mir 



Cela posé, Téqualion (i4) s'écrira 

/ -x àf df df ,çy. 

(lo) ---(7,-h ---a,-f- -p-aj=o sur (S), 

ôx ôy oz 

o. Il existe une infinité de fonctions iix v^ w^ satisfaisant à cette seule condition. 
On pourra les choisir, en particulier, de la manière suivante. 
Prenons arbitrairement deux fonctions déterminées 

^(^>7,5) et Q{x,y,z), 
et posons 

(a) /i,=:tJ;(a:,/,5) v^ = B{^x,y,z), 

Les fonctions o),, (i>2, CO3,/*, ^, 6 étant connues, il en est de même de la fonction 
L'équation (1 5) devient 

et ne contient qu'une seule fonction inconnue iV| . 
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Considérons cette équation comme une équation diflerentielle linéaire aux 
dérivées partielles du premier ordre et cherchons une fonction V telle que iVt 
définie par Téquation 

soit une intégrale de Téquation ( 16). 

On obtient cette équation en V, considérée comme une fonction inconnue de 
<|uatre variables iv^, x^y^ z : 

F^e problème se ramène à Tintégration des équations différentielles ordinaires de 
la forme 



dx {fy dz dw^ 



ôy dx 

qui admettent deux intégrales évidentes : 

C| et C2 désignant des constantes arbitraires. 
De ces équations on tire 

Substituant cette expression dey^ ainsi que z = c^^ dans Téquation 

on trouve 

^tr, =iz<t(j7, c,, Ct)dx, 



d'où, en iulégranl. 



»i', — / <t(j:, c,, Ci)dx -+- c^= Il(a?, c,, c,) -h c^ 



cl enfin 

cr, — n[j;, z,f{Xyy,z)] =z 6'3, 

cj désignant une nouvelle constante arbitraire. 

On obtient une solution de Féquation ( 17) en posant 

V = (ï^, — n[x,y,/(a:,j,5)|. 
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Donc 

(^) "'i=n[^,y,/(x,j,5)i 

représente une solution de l'équation (16). 

Kn entendant, dans (12) et (i3), par M|, Ti, iV| les fonctions, définies de la 
manière tout à l'heure indiquée, on trouve les expressions de T|, Tj, Tj qui véri- 
fient identiquement la relation (i4) [ou (i5)]. 

6. Posons maintenant 
(18) M = U-M/i, i'=:V4-i'i, fV=:W-hfr,. 

Le problème se ramène à la détermination de trois fonctions inconnues U, V 
etW. 

Substituant (18) dans (1) et (2), on trouve 



où Ton a posé 
(21) 



âx ôy Oz 



il = -T — H — T 1 — T— • 

ôjc àv âz 



Quant à la condition aux limites (3), elle devient 
(22) Ua t- Vj3-h Wy4-f*=:o sur (S), 



où 



(23) jx = ttja -h i'ip -h Wjy — 9(j:,^, z). 

7. Les équations (19) sont de la même forme que celles de (1), mais les fonctions 
^1) ^S9 ^.1? qui vérifient évidemment la relation 

Ojc ôy Oz ~~ ' 
satisfont ici à la condition 

a,«4-aji3-t-a8y = o sur (S). 
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On peut donc poser, en suivant une voie indiquée au n** 3, 

OÙ 

AT. dy J r ^Ti ôz J r 

^ ' \ L\i: ôz J r ^tiOjcJ r 

\n ojcj r ^n Oy J r 

Substituant (24) dans (20), on obtient cette équation pour la fonction 
inconnue P : 

-T—r 4- -j h -TT H- Il = AP 4- H = O. 

àx* à y* Oz* 
En posant enfin 

(26) p = Q + ^f^ <i^'= Q + «. 

on trouve 

(27) AQ = o à rintéi'ieur de (S). 

[^a condition (22) devient alors 

-^-f- — 4-Sia4-S3;3-i-S,y + fz = o sur (S), 



ou 



(iS) ^=/ sur (S), 



si l'on pose, pour plus de simplicilé, 



On 
On a 



— /= -r-^ 4- Sja + S,? H- Sjy 4- IX. 



ASja 4- S,;3 4- 8,7)^^5 = 
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el 

car 

/ ocis=zo. 
Il s'ensuit que 

(29) J/di = o. 

Le problème est doue ramené à la détermination d'une seule fonction inconnue Q 
à l'aide des équations (27) et (28), où y est une fonction connue de J?, y^ z satis- 
faisant à la condition (29). C'est le problème de C. Neumann. 

La fonction Q étant déterminée par l'une des méthodes connues, on aura, eu 
égard à (18), (24), (25) et (26), 

W ày J r ^t: Oz J r ^t: dx J r ôx * 

) !\t: dz J r 47: «/j:J r 1\tz ây j r ôy 



47: ox J r 471 6f/J r 4^^ «^5 J r dz 



iv 



1» 



où T|, T2î ^3> "lî ^1) <'^i> H sont les fonctions connues de x^ y^ z^ définies par les 
formules (a), (6), (12), ( i3) et (21 ). 

8. Les expressions de vitesses m, v^ iv, déduites de la manière indiquée, ne 
dépendent que de valeurs données de <i>i, Wj, (1)3 [ainsi que de la surface (S) du 
vase] et satisfont à toutes les conditions requises du problèmcy c'est-à-dire aux 
équations (1) et (2), ainsi qu'à la condition aux limites (3) du n° 2. 

Remarquons que les fonctions </, ^, (v, définies par les équations (3o), dépendent 
formellement de deux fonctions arbitraires ^ et 6 (*), mais en réalité elles ont 
toujours les expressions tout à fait déterminées ne contenant rien d^ arbi- 
traire, car, comme on sait, les équations {\) et (2), jointes à la condition (3), 
n^ admettent quUine seule solution et rien qiCune. 

(*) On pourrait introduire une troisième fonction arbitraire, en prenant pour la solution 
de Téquation (17), au lieu de 

la fonction suivante, 

V=:*|5,/(ar,^, z), «V, — n[:r, J,/(X, ^, z)\\, 

où 4> est une fonction arbitraire. 
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On pourra profiler avec avantage de la présence de fonctions arbitraires '^, ft 
dans les expressions (3o) pour rendre le calcul le plus simple possible, en les 
choisissant convenablement dans chaque cas particulier. 

On peut poser, par exemple, 

//» — '|{x. V, z) — o, r, - 6( j:-, y, z) ziz o. 
L'équation ( i6) devient alors 

dx Oy Oy Ojc ' ^ dx * ôy ' ()z "~ 



Si (O3 = o, on a 






l'équation qu'on peut vérifier en posant 

(3.) -5^=-^- "57='^'- 

Ce cas mérite une attention particulière. 
On obtient, en vertu de (3i ), ( 12) et (i3), 

p, = — =&,„ p^ ~ _ _ zz: r.)„ p3=o, 

Les équations (19) montrent que, dans le cas considéré, f/, v et \v sont les déri- 
vées par rapport k x^ y^ z d'une seule fonction P, vérifiant l'équation 

(32) AP-f-^-o à l'intérieur de (S) 

uz 

jointe à la condition 

(33) _ 4_,v,y — o(j:,j, c)=:o sur (S). 

Le problème se ramène à la détermination d'une seule fonction P satisfaisant 
aux conditions (32) et (33), c'est-à-dire à la solution du problème de C. Neumann. 
La fonction P étant déterminée, on trouve 



ÔV dP ÔV 

ox oy dz 
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OÙ Wi est une fonction, définie par les équations 

(34) d7=-"" d>r = ""' 

qui sont toujours compatibles, car (0| et (1)2 satisfont à la relation 

On peut prendre pour u'i l'expression définie par la quadrature suivante : 

(35) "'1=/ (wi dy — (iifdœ), 

9. Les recherches précédentes montrent que la connaissance de la distribution 
des tourbillons, c'est-à-dire la connaissance des expressions des tourbillons co,, 
W2, CO3 en fonction de x^ y, z et /, suffit pour déterminer complètement le mou- 
vement d'un liquide incompressible contenu dans un vase solide fermé, animé 
d'un mouvement arbitrairement donné. 

Pour que les expressions 1/, t^, (v, déterminées de la manière indiquée plus 
haut, représentent en effet les vitesses du liquide, il faut choisir convenablement 
les fonctions C0|, (o^ et 0)3, à savoir de telle façon que les équations fondamentales 
d'Hydrodynamique soient satisfaites. 

Il est aisé de s'assurer que ces équations, sous les notations adoptées dans ce 
travail, s'écriront comme il suit : 

âl du , X , 

(36) '^~d7 -+-^3(" — (7--+-0') — w,(w — />y-t-^ar), 



^ = — -f-w,(r— rjr-^/?:;) — w,(// — 75 -h ry). 



où l'on a posé 



(37) 



V* 

T=U — P h w(Wo-H^^ — '\y)-+-t'(«'o-H rx^pz)'^%v(sv^'\'py^qx)^ 



P désignant la pression hydrodynamique.au point x^ y, z du liquide (à densité un)^ 
L le potentiel des forces agissant sur les points du liquide. 

En entendant, dans les équations (36), par u^ v et w les fonctions définies à 
l'aide de fonctions (0|, (1)2 et (03 par les formules (3o), on peut dire que ces 
Fac. de T., i* S., X. 3G 
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La méthode que nous venons d^indlquer conduit souvent à la solution fort 
simple de certains problèmes de l'espèce tout à l'heure mentionnée, ce que je vais 
montrer à certains exemples- 

10. Supposons, par exemple, que le vase solide soit un cylindre (o"), de révo- 
lution autour de l'axe des z; soient R le rayon, 2/ la hauteur de ce cylindre. Ima- 
ginons un liquide remplissant entièrement le cylindre (7), dans lequel toutes les 
lignes de tourbillons sont des cercles situés dans des plans perpendiculaires 
à Caxe des z. 

Introduisons, au lieu de coordonnées rectangulaires x^ y^ z, les coordonnées 
semi-polaires p, 6 et v, en posant 

(89) j? = pcosO, / = psin0. 

Considérons un cas du mouvement du liquide, où les tourbillons €0|, 0)2, 0)3 
s'expriment comme il suit : 

(4o) Wi = — iîsînO, (ùf=ilcosOf w,=:o, 

û désignant une fonction ne dépendant que de variables p, :; et / (c'est-à-dire ne 
dépendant pas de 6). 

En remarquant que, dans le cas considéré, 

Jû), â^ , a ^ ^sinOcosO 

-~ = r-sinOcosÔ4-Û > 

ojc dp p 

ôtù^ dil . a /i ^sînOcosO 

'^= -^-sinôcos0 — U > 

0/ dp p 

on en conclut que 

dx dy 

c^est-à-dire que €0|, (02, 0)3 satisfont à ^a condition (6). 

Formons maintenant les équations (34) qui déterminent la fonction %V\^ en 
supposant que \v^ ne dépend pas de 0. 

On trouve, en vertu de (4o)ï 

-^ = — Hcosô — — ÛcosO, 
dx dp 

(40 { 

ày dp 



On peut donc poser 

(42) «', = - r^i^o. 
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I^es équaliona (4i). (t3)«t (i3) dobiir-ni 

p, = — Û sin 9, pi = — cos 9, 
», = »,= »,= o. 

Les équations (a4) d«vieiment »Ior 



àP 



" Ar' 



car, dans le cas considéré, 



S, = 8, = S,^o. 



On trouve donc, eu égard i (18), 
dp 



Quant 4 la fonction P, elle salisfail à l'équation 



à l'intérieur de (?) 



et eux conditions suivantes 



(45) 



rfp- 



(". + »»)'■"*' ^-('■. 



s/»)»u4 



en tous les points de U surface letéialc ilu cjlindre (pour p ^ R), 

(46) ^ = ..,+yÛrfp - pi.,cos5 

on tous les points de deux bases du cjlindre (t) (pour 5=:+ / et poar s^- 

Les équations (45) et {46) résulltriil iuimédiateinent de l'équalioit (aa) < 
n"6. 

Quant i l'équation (44)> «Hc s'eipriine en coordonnées semi-poIaïrc« comme 
suit : 

dV t /-da , 



(47) 



d«p rf»p ^ d»p îî!^ 1 _ r^ 



Toutes les fois que la fourtion Q de \analJcs 3. : et f sera connue, le problètn<' 



t > > Nous su|ipo»oas que l'origine des co^>riloBnc«i 
l'ase de rêvululion du c\liadre (s>. 



t située a« «iflicii de 
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se ramène à la solution du problème de C. Neumann pour un cylindre de révo- 
lution. 

11. Or, la fonction û ne peut être donnée arbitrairement. Elle doit être choisie 
de telle façon que les équations (38) soient satisfaites. 

Transformons ces équations aux variables p, 6, ^ en tenant compte des expres- 
sions (4o) et (43) de (i>i, (o,, co, et u^ v et cv. 

On trouve, en tenant compte des deux premières des équations (38), 

( SsInÔ H-Tcose = o, 
( ScosÔ — Tsine=o, 

où l'on a posé, pour simplifier l'écriture, 






dit 






T = ^[^(/.cose-4-^8ine) + ^] 



Les équations (48) donnent 






de 






d*P 

(5o) ^-^=— «(/?cose-4-/sine). 

Il ne nous reste qu'à vérifier la dernière des équations (38). 
On obtient, en effectuant le calcul, 

d*P 

(5i) ^g^ = p(/^cosÔ4-^sine). 

Les équations (5o) et (5i ) exigent qu'on ait 

/?cos9-h^sin9=:o, 
c'est-à-dire 

(5a) p = qz=zo. 

Donc, le mouvement considéré du liquide n'est possible que sous la suppo- 
sition que le cylindre (a*) se tourne autour de Vaxe de révolution. 
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dp 

Les équations (5o) et (5i) montrent alors que -^ ne dépend ni de p ni de 5, 

ou, en d'autres termes, la fonction P doit avoir la forme 

Or, il est aisé de s'assurer que la fonclion / (6. /) ne doit dépendre de la 
variable Q. 

On a, en effet, eu égard à (43), 

op oB p 

l'expression pour u qui devient infinie pour p = o, si '^ * n'est pas égale 

à zéro. 

Comme u doit rester toujours fini en tous les points intérieurs à (o"), on en 
conclut que/(6, l) =^(t)y c'est-à-dire 

(53) Pzz:(p(p,5,0-+-+(0. 

12. Considérons maintenant les équations (4^)} (4^) et (47)- 
I^a dernière de ces équations prend la forme 

La condition (45) se réduit à la suivante : 

(55) ' ^l = uqCOsO -{- Tosmô, 

Op 

qui doit être satisfaite pour p = R et pour toutes les valeurs de variables z et 6. 
Cela exige qu'on ait 

Uq = i'o = o. 

Donc, le mouvement considéré n^ est possible que dans le cas, où le cylindre {<t) 
(le vase solide contenant le liquide) est animé d^un mouvement hélicoïdal 
se composant d^un mouvement de translation le long de Vaxe de révolution 
du cylindre (o-) et d^un mouvement de rotation autour de cet axe {voir 
numéro précédent). 

La condition (55) devient alors 

/CCS ào(p,z,t) 

(56) ' '\ -=o pour p = R. 



SUR LA THÉORIE DES TOURBILLONS. 287 

Quant à Tëqualion (46), elle prend la forme 



(5^) ^llh±J} = ^v,-h fçidp pour 5 1=4-/ et 



z=—l. 



Enfin, l'équalion (49) s'écrira 

Le problème se ramène à la détermination de deux fonctions f et û ne 
dépendant que de trois variables p, 2, / et satisfaisant, pour toutes les valeurs de tj 
aux équations (54) et (58), jointes aux conditions aux limites (56) et (5^). 

Les fonctions (p et U étant déterminées à l'aide de conditions tout à l'heure 
indiquées, on trouve, eu égard à (43), les expressions suivantes de vitesses u^v,w 
(lu liquide 

13. Sans étudier le cas général^ qui est d'ailleurs très compliqué, indiquons un 
cas particulier , fort simple, où l'on peut résoudre complètement le problème. 
On peut vérifier l'équation (58) si l'on pose 

ât ^^' dp p ""^' dz ""^' 

ce qui donne 

Çl = ap, 

a désignant une constante. 

Dans ce cas le problème se ramène à la détermination d'une seule fonction 
o(p, z, t) satisfaisant à l'équation de Laplace 

dp* âz* p dp ' 

à l'intérieur d'un contour rectangulaire dont les côtés sont égaux à aR et 2/, et 
aux conditions suivantes : 

-Li^|- =0 pour p = R, 

^ii^^ = «., + ^ p« pour z=+t et -- = -R, 
OÙ Wq est une fonction d'une seule variable /, donnée à l'avance. 
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II suffit de poser 

pour ramener la solution du problème à la détermination d'une fonction Q, ne 
dépendant que de deux variables p et :;, à Taide de conditions 

(60) — =0 pour p = R, 

,« , àO « . 

(61) -ç^=.-p* pour z = -i-l et z = —l, 

14. Cherchons une solution particulière de Téquation (Sg) sous la forme 
suivante ; 

où la fonction U^ (p) ne dépend que de p, la fonction Va(5) ne dépend que de z. 
On trouve, en substituant celte expression de Q dans (Sg), 



dz* dp* P ^9 



On peut donc poser 



d 
d'Vk I dUk 



zr — «'Va — o, 



, , . , 4- aJU^=o. 

dp* P dp *" 

La première de ces équations donne 

A^, B)^ désignant des constantes arbitraires. 

L'intégrale générale de la seconde équation s'exprime comme il suit : 

Ua= Ca.Io(«aP) -+- Ck^oio^kp), 

Ck et c\ étant des constantes arbitraires, Jq et Yq désignant les fonctions de Bessel 
de la première et de la seconde espèce. 

Comme Q doit rester finie pour toutes les valeurs de p, on doit poser c]^= o, et 
la solution cherchée de l'équation (5y) devient 
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OÙ Ton a posé 

Il suffit de poser 

Aa=:B, 

pour obtenir pour Q^ une expression qui ne se change pas, lorsqu'on remplace 4- z 
par — s. 

On trouve ainsi 

(62) OA=A,(e«*«-he-«*«)Jo(«Ap). 

Nous obtiendrons la sohition plus générale de Péquation (39)si Ton pose 

(63) Q =:2a*(^«*^+ e-«*=)Jo(«iip), 

où oLk et Aa(A' =-: 1 , 2, 3, . . .) désignent des constantes. 

Il ne nous reste qu'à choisir a^ et Aa de telle manière que les^^onditions (60) 
et (61) soient satisfaites. 

On trouve 






La condition (60) exige qu'on ait 

(600 — ^g— -o. 

On saîl que l'équation 

admet une infinité de racines différentes positives. 
En les désignant successivement par 

(6i>) Çi, Sî, Çj, ..., SA-, ..., 

et en posant 

(66) a,= ^ (A: = i,a,3, ...), 

on obtient une infinité de constantes a^ telles que la condition (60) [ou (6oi)] sera 
satisfaite. 

Fac. de T., a» S., X. 87 



290 W. STERLOFF. 

Quant aux conditions (61), elles se réduisent à une seule équation 



2Aita*(eV4-e-«*0J#(«4p)= ^pS 



*=i 



c|ui doit être satisfaite pour toutes les valeurs de p comprises entre zéro et R. 

Les constantes a^ étant connues, il suffit de choisir les constantes Aa de façon 
que la série 

m 

2A*a*(<?V- <?-«*') Jo( a* p) 

k = ï 

représente le développement de la fonction - p* en série procédant suivant les 

Mm 

fonctions Jo(^ap) de Bessel, ^k désignant les racines positives de Féquation 
transcendante (64). 

On sait que cela «»st toujours possible. 

Posons 

(67) 2^*''*(^*P^~ 2^*' 

(68) B*=A*a;t(^«*'-he-«*0. 



En se rappelant que 



^ pJo(aitp)Jo(a,„p)^p = o, 



tk et %m désignant deux racines différentes de Téquation (6o<), et que 

y pJÎ(«;tp)4 = Y'^'(''^^^' 

on trouve, en multipliant (67) par pJo(amp) et en intégrant le résultat entre les 
limites zéro et R, 

On en tire, eu égard à (68), cette expression pour A* : 

^R 

15. En entendant maintenant par a^ et Aa les constantes, définies par les éga- 



SUR LA THÉORIE DES TOURBILLONS. 29 1 

lilés (66) el (69), on obtient cette expression pour Q satisfaisant à toutes les 
conditions requises [les équations (09), (60) et (61) du n° 13], 

et ensuite la fonction <f 

satisfaisant aux conditions (54)) (^6) et (57). 

Les vitesses du liquide auront, en vertu de (59), la forme suivante : 

(70) L=sin9y\,{e'^'+e-«r')^h^, 

Il est intéressant de remarquer que 1/, (^, w ne dépendent pas de la vitesse 
angulaire r de la rotation du cylindre (0-) (du vase solide) autour de son axe. 

A tout mouvement hélicoïdal, arbitrairement donné, d^un vase solide de la 
forme cylindrique, correspond un mouvement possible du liquide incompressible, 
contenu dans ce vase, défini par les formules (70). 

16. Les fonctions m, v^ iv représentent les projections sur les axes mobiles â7,j^, z 
de la vitesse absolue du point (p, 0, z) du liquide. 

Supposons que Taxe des 2^ de coordonnées Ç, 7^, 2^, fixes dans Tespace, coïncide 
avec Taxe des z qui, selon la supposition, ne change pas sa direction pendant le 
mouvement, et désignons par cp l'angle de l'axe des x avec celui des i. 

On a 



9= I rdt +const.. 



r étant une fonction de / arbitrairement donnée. 
Désignant par 

U, V, w 

les projections sur les axes fixes de la vitesse absolue du point Ç, y^, ^ du liquide, 
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on trouve 

^ zz: U = I/COS9 — i'Sin ç, 

ff'f\ . 

-p- z= V =: w sin 9 -h (' coscp, 

fit 

La solution complète du problème du mouvement considéré se ramène à Tinté- 
gratîon de ces dernières équations, ce qui ne présente pas des difficultés. 

17. Je me permets de faire quelques remarques complémentaires au sujet du 
problème que nous venons d'étudier par la méthode indiquée aux n*** 4 à 10 de 
ce Mémoire. 

Les tourbillons a>i, lo^, 0)3 

satisfont évidemment à la condition (7) du n" 3. 

On pourrait donc appliquer à la solution du problème proposé la méthode 
exposée au n** 3. 

Or, cette méthode conduit au calcul plus compliqué : elle exige tout d'abord 
l'évaluation des intégrales 



/t'*. /t'*- 



étendues au volume du cj'liiidre(o-)et conduitensuite aux équations moins simples 
pour déterminer les fonctions P et Q. 

La simplification, introduite par le procédé que nous avons employé, dépend 
de ce que les fonctions 



//, = o, <'i = o, tv, = — I ^dp 



représentent, dans le cas considéré, une solution particulière des équations 

^ -r = — W sin d, 

ày dz 

ou <hv ^ 

-r— — — Si COSW, 

âz ôx 

âv du 

âx ây 

Je profite de l'occasion pour faire une remarque générale sur ce sujet. 
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iS. Rappelons que le problème général de la théorie des tourbillons se ramène 
à rintégration des équations di (Té renti elles de la forme 

âiv âv 

âv an 

du dv dw 
' ox dy Oi 

jointes à la condition aux limites 

(78) aa-h('P-Mvy=/(^,^, 5, sur (S), 

où f{x^y^ 5, /) désigne, en général, une fonction quelconque donnée ù 
Tavance. 

Supposons qu'on connaisse une solution particulière des équations (71) 



u = «I, V •=. r,, sv =z sv 



1» 



f/i, i^,, iV| désignant les fonctions connues de variables x, y, ^, t. 
Posons 

Le problème se ramène évidemment à la détermination de trois fonctions incon- 
nues U, V et W à l'aide de conditions 

Oy dz "^ * 

âV dW _ 
as Ox * 

Ox d/ ^ ' 

qui résultent des équations (71). 

Ces équations montrent que U, V et W sont les dérivées partielles d'une seule 
fonction P : 

« = £• v = ^. w = g. 

On obtient l'équation difl*érentielle pour P en substituant les expressions (74)? 
(76) dans (7a) et (73). 
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On trouve ainsi 



(76) AP 

à l'intérieur de (S), et 



ojp oy az 



^^^^ ôf^T"-^^^''^'^' — ("la-Hi'iP-f-Wiy) sur (S). 

Donc, toutes les fois qu'on connaît une solution particulière i<i, v^^ (V| des 
équations (71)7 le problème général de la théorie des tourbillons se ramène à la 
détermination d'une seule fonction P satisfaisant aux conditions (76) et (77), ce 
qui simplifie essentiellement le calcul. 

La méthode générale, que nous avons exposée aux n**' 4 à 10, nous a conduit 
précisément à cette simplification dans la solution du problème particulier consi- 
déré au n° 10. 

19. Cette remarque s'applique aussi au cas d'un liquide indéfini. 

Dans ce cas, la condition (78) doit être remplacée par une autre qui exige 
que «/, v^ iv s'annulent à l'infini. 

En entendant, comme précédemment, par u^^v^^ (V|, les fonctions quelconques 
vérifiant les équations (71) et s'annulant à l'infini, on ramène la solution du pro- 
blème à la détermination d'une fonction P satisfaisant à l'équation (76) en tous 
les points du liquide et s'annulant à l'infini comme un potentiel newtonien. 

On obtient ainsi celle expression pour P, 






qui conduit à la solution suivante du problème : 



L\TZ dx J r 
47: OyJ r 

1 à rn', 

L\'K ôz J r 



20. Appliquons cette remarque à la solution d'un problème, analogue à celui 
du n'* 10, pour le cas d'un liquide indéfini, c'est-à-dire au cas, où toutes les lignes 
de tourbillon sont des cercles dont le plan est perpendiculaire à un axe fixe, 
pris pour l'axe O^, et dont le centre est sur cet axe. 

C'est le problème bien connu qu'on considère ordinairement dans tous les Traités 
d'Hydrodynamique. 
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Supposons, comme au n^ 10, que 

Wj = — Ûsin9, w,= Qcosô, w8=o, 

û désignant une fonction ne dépendant que de p, 2 et /, et s'annulant à Tinfini. 
On a une solution particulière des équations (71) : 



«,=:i', = 0, w, 



=— fa dp. 



On trouve donc, en vertu de (74)) 

/ Qx àP âP dP r^, 

(78) u = ^. . = -, ,,= -^jadp, 

où P est une fonction définie par l'équation 

qui doit être satisfaite en tous les points du liquide. 

Or, pour que les expressions (78) représentent réellement les vitesses du mou- 
vement du liquide, il faut (et il suffit) que les fonctions P et û satisfassent encore 
aux équations (38) (*). 

En exprimant P en coordonnées semi-polaires, on trouve 

dP ^ dP sinô 

U =-T-COS0— -T^ > 

âp âO p 

dP . ^ âP cosB 
dp 09 p 



w 



Remarquons que c'est seulement par raison de symétrie qu'on en conclut ordi- 
nairement que P ne doit pas dépendre de la variable 0. 

En d'autres termes, on introduit d'avance une hypothèse sur la distribution de 
vitesses dans le liquide, en supposant que 

s désignant une fonction ne dépendant pas de 0. 

Or, cette hypothèse deviendra inutile, si nous employons la méthode de la solu- 
tion du problème que nous venons d'indiquer et en même temps tenons compte 



(') Remarquons, en passant, qu'on ne tient pas compte de cette circonstance ordinaire- 
ment lors de Texposition de la théorie. 
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des équations (38), car alors la supposition tout à l'heure mentionnée résultera 
comme une conséquence nécessaire d'une seule hjpothèse, faite plus haut au 
sujet de la distribution des tourbillons dans le liquide. 

Répétant, en efTet, les raisonnements dun** li, en j posant d'avance />= ç = o, 
on trouve 

/;»!> â^P 

=: O, -T7 := O. 



Les dernières de ces équations exigent qu'on ait {voir n" 11) 

Le problème se ramène à la détermination des fonctions o et û ne dépendant 
que de p, 2 et i, et satisfaisant aux équations 

^ ' dl dp \()p p J Oz \ Oz J ^ ) 

jointes aux conditions que les fonctions û et :p s^annulent à Finfîni. 

Les fonctions o et U étant déterminées, on aura la solution du problème du 
mouvement du liquide sous la forme suivante : 



W^-r-COSy, ('=:--!- SI n 9, 

Op Op 

(80 { , 

ao 



fildp. 



21. Considérons maintenant la fonction 11 comme connue et posons 



/ 



Oil, 

-—- dp = w. 

Oz ^ 



Désignons par r la distance de deux points Xj y^ z et x\ y y z' : 

r'= (X - x'y 4- (/-/)* 4- (3 - z'y. 

La fonction o représente le potentiel newtonien, au point x, y^ 5, d'une matière 
continue, remplissant les anneaux de tourbillons, dont la densité en un 

point x\y'y z! est à égale à •; — 
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On a donc 

rinlégrale, prise par rapport aux variables j?', y', 3', étant étendue au volume 
occupé par les anneaux de tourbillon. 

Pour évaluer celle intégrale, décomposons les anneaux de tourbillon en anneaux 
infiniment déliés de révolution autour de l'axe des z. 

Désignant par di la section d'un de ces anneaux de rayon p' par un plan passant 

par l'axe des 3, on aura 

dT' = p' d<7 de' , 

h' désignant l'angle de ce plan avec le plan de xz. 

Introduisant maintenant les coordonnées semi-polaires et posant 



on trouve 

où a est un angle arbitraire, 






/• = v/p* -h p'* — 2 pp' cos ( &'— 6)-i-(z — z'y. 
Désignons par »} une nouvelle variable et posons 



I /intégra le 



__ r*-^'""^ 



deviendra 



a-hliz wni j^fK 



I 

/• — y/p*H- p'* — 2pp'C0SvJ> 4- (z — z'y. 

Il est aisé de voir que 
Posons maintenant 

4PP' 



4' = Tr — 29, A:* = 



(p-+-p')*-+-(5-x;')* 
Fac, de T., a* S., X. 38 



298 W. STEKLOFF. 

On trouve 



1 



^ k r' d(p ^ k ^ 



K désignant l'intégrale elliptique complète de la première espèce. 

Sabstituant cette expression de I dans (8a), on obtient cette expression 
pour ç, 

rintégrale étant étendue à tous les éléments dv des aires suivant lesquelles un 
plan, passant par Taxe des z^ coupe les anneaux de tourbillon. 

Substituant cette expression de cp dans (80), on obtient l'équation à laquelle 
doit satisfaire la fonction U. 

A chaque expression de û, vérifiant cette dernière équation, correspond 
l'expression bien déterminée de la fonction o, définie par l'intégrale (83), et un 
mouvement déterminé du liquide dont les composantes de la vitesse s'expriment à 
l'aide de formules (81). 

22. Il suffit de comparer l'analyse exposée avec celle qu'on propose d'ordinaire 
dans les Traités de Mécanique, pour l'étude du problème considéré, pour mettre 
en évidence les simplifications introduites par la méthode de la solution du pro- 
blème que nous venons d'indiquer. 

On pourrait pousser cette étude plus loin et examiner, par exemple, le cas d'un 
seul anneau infiniment délié ou de deux anneaux circulaires de même axe, mais 
ici nous n'insistons pas sur ce point. 

Je terminerai cette étude par une remarque sur la relation qui existe entre la 
solution du problème indiqué plus haut et celle qu'on reproduit d'ordinaire dans 
les Traités de Mécanique rationnelle. 

Introduisons, au lieu de la fonction f , une autre fonction S, liée avec cp par les 
relations suivantes : 



(84) 



0^ Oz 



<«> ^^-/''^'=f-f 



On a identiquement 



m^rx^t-M- 



ce qui représente l'équation (79) 



SUR LA THÉORIR DES TOURBILLONS. 299 

D'autre part, difTérentiant (84) par ^, (85) par p et retranchant les résultats, on 
trouve l'équation suivante pour S : 

Le problème se ramène à la détermination de la fonction S, vérifiant l'équa- 
tion (86) et s'annulant avec ses dérivées du premier ordre à l'infini. 
Cette fonction étant trouvée, on obtient ces expressions pour u^ v et iv, 

« =— -S-COS0, 1» = — -^-sin0, 
oz 09 

d?> S 

Ôq q 

ce qui représente la solution du problème sous la forme usuelle [voir, par 
exemple, P. Appell, Traité de Mécanique rationnelle, t. III, p. 4^2 et suiv.). 
Quant à l'équation (80), elle s'écrira sous la forme suivante : 

Pour obtenir une solution complète du problème du mouvement du liquide 
sous les suppositions faites plus haut, il faut déterminer deux fonctions S 
et Q, satisfaisant à deux équations différentielles (86) et (87) et s^ annulant 
à Cinfini. 

23. Passons maintenant à l'étude d'un autre problème de la théorie des tourbil- 
lons que j'énoncerai comme il suit : 

Déterminer un moui'ement du liquide incompressible^ remplissant un vase 
solide, limité par une surface quelconque fermée (S) et animé d'un mouve- 
ment arbitrairement donné, en supposant que les lignes de tourbillon sont 
toujours des lignes droites. 

Cette supposition exige que les tourbillons coi, (o^f ^z ne dépendent que d'une 
seule variable /, c'est-à-dire qu'ils restent constants par rapport aux va- 
riables X, y, z. 

On peut appliquer au cas considéré la méthode du n^ 18, car il est aisé de 
trouver une solution particulière des équations (71) sous une forme très simple. 

En effet, il est évident que les fonctions 

(88) «1 = 01), s, i't=WjX, iï'j = (k),y 

vérifient les équations dont il s'agit. 
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La solution du problème se ramène donc à la détermination de la fonction P à 
l'aide de conditions 

(89) AP = o à rinlérieur à (S), 

(90) (^ —Uo-hçz^ry-^oi^zja-hf- Vo-^rx — pz -^ oi^xj^ 

/dP \ 

sur (S), 

auxquelles se réduisent, dans le cas considéré, les équations générales (76) 61(77) 
du n« 18. 

A ces conditions, il faut encore ajouter les équations (38) du n^O, qui prennent 
la forme suivante : 

d(ùi au au du 

d(ù» dv ai' ôv 

En se rappelant que 

ÔV dV dP 

dx ây ôz 

et que (i>«, (Oj et (03 ne dépendent pas de x^ y et ^, on transforme les équations 
précédentes en cette forme simple ; 

<>R d(ùx . 

^ = -^ -+- Wj^ — wj'* — w,w,= A,, 



dy ~~ dt 



(91) i -T-- = —T- H- WtT — u),y9 _W|W,— Aj, 



OÙ Ton a posé 






()P c>P ÔP 

(/vT C/>' (73 



On peut remplacer trois équations précédentes par une seule, 
(92) 11 = AiJ?-h A,r-i- A,c -h K(0» 

K(/) désignant une fonction arbitraire d'une seule variable /. 
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La solution du problème se ramène à la détermination d'une fonction P, de 
quatre variables x, y^ z et /, et de trois fonctions (Oi , (Oj, (03, ne dépendant que 
d'une seule variable tj à Taide de trois conditions (89), (90) et (91). 

î21. Considérons un cas particulier, en supposant que la sur/ace (S) du vase 
contenant le liquide soit un ellipsoïde à demi-axes a, b et c. 

Supposons que Torigine de coordonnées mobiles, invariablement liées avec le 
vase solide, soit située au centre de l'ellipsoïde et que les axes mobiles a:, jk-. ^ 
coïncident avec ses axes principaux. 

Dans ce cas, Téquationde la surface (S) devient 

œ^ yS 5I 

•^ a* b* c* 

et Téquation aux limites (90) s'écrira 

, „, dP a: dP Y dP z , 'x 

^ dx a* dy b^ ôz c^ ^ "^ a^ 

y 
" — (i'o -H rx—pz — ûj,a:)^ 

sur (S). 
Posons 

(94) aP = ax -H (3^ -H 75 H- a,, j:«h- a„7*-f- a„5» -+- 2a,,7« -h 2ajizx -+■ la^^xy, 

où 

«, (3, y, a,-,* (I, A: = 1,2, 3) 

sont certaines fonctions d'une seule variable t. 

Pour que cette expression de P représente une solution de l'équation de La- 
placc (89), il faut (et il suffit) qu'on ait 

Substituant ensuite (94) dans (93), on trouve, après un calcul simple, 

( «11=0, ûftt=0, «38=0, 

(90) ] 

(90) /flrj, = -S ; ; > 

r{a* — b^) — Gj,a' 

«'«= ôT^r^î 
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Il ne nous reste qu'à satisfaire aux équations (gi) [ou, ce qui revient au même, 
à l'équation (92)]. 

En remarquant que, dans le cas considéré, 

R = A -+- (o)tûrit H- u),a„ )x 4- ((k),a,, 4- WiOn)/ -H (W|a,i -+- U|^is)s> 
on obtient les équations suivantes : 

--r- = ûj,aj3 -f- Wj ai, H- ûjj W| — oji r h- (k)j/>, 



c^^ 



Wj flTji -h 0), flr,j H- Wj Wj — w,/? 4- (k)| ^. 



En j substituant les expressions (96), on trouve finalement 



(6«-^a')(ûr*4-c») 



dtùx 



(97) 



— a*(6'— c')w,Wj-h 2a'[(a'-i-c*)&>,r — (6*4- «*)wj<7], 
(c«4-6«)(6«-Ha«)^* 



(a» 4- c»)(c*4-6*) 



^Wj 



\ zzzc^^a}— 6*)gi)iw,4- 2C*[(c'4-6*)wi^ — (a'4- c-)w,y»]. 

Le mouvement du vase étant donné, nous déterminerons les tourbillons coi , (1)2, CO3 
par l'intégration des équations (97) qui, remarquons-le en passant, ne dépendent 
pas de vitesses u^^ Vq^ (Vq du mouvement de translation du vase. 

A tout mouvement donné du vase, défini par les fonctions données 

Wo, <'o» «'0, />, q^ r, 

correspond un mouvement du liquide, remplissant le vase de la forme ellipsoïdale, 
avec les vitesses 

ria}— 6*) — w,fl' qic^— a^) 4- w.a* 

M = «o-H -^^ , ,, — —y-^ ' ; — ; — - — ^» 



(98) { ^=^0+ ^.^'^. - ^^ ^TT^i -, 

<7(c'— a*) — w,c* p(6*— c*) 4- o),c* 

w' iz= tvo 4- ^-^ : — —^ — - — X ' '^ 



c*4-a* 6*4-c' 
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OÙ (i>i, (1)3, (1)3 sont les fonctions de t satisfaisant aux équations difleren- 
tielles (97). 

25. Supposons maintenant que les parties du liquide s^ attirent suivant la loi 
de Newton. 

Dans ce cas, la fonction U, qui figure dans l'expression (3^), a la forme 

U = D - (kx^-\- B/»- Cv*), 



ou 



l) = 7ra6c / T k^LTiabc / ^ 

B=ira^c / ===i C=7rflr6c / ^ 

A(a) = (a*H- /0(6*H- w)(c*-+- u). 

Cela posé, substituons les valeurs trouvées (98) des vitesses u^ v^ w du liquide 
dans les équations (36). 

On trouve, en tenant compte de l'expression (3^) de T, 

(99) { ^ — P-t- A„^--+- A„7 4-A,3 3, 

<^P 4 4*4 

jZ^y H-A„^-4- A„/-f-A„5, 

où Ton a posé, pour simplifier l'écriture, 

/ \ / \ du^ 

y =: «0 (W, -t- ^) — i'o (Wi -h/>) — -^, 

A|i = «ti(r — ai,— W3) — (a,| -h w,)(^ -+• «31 ) •+■ ''(«it-»- w») -^ 7«ai— 2 A, 
(loi) { A„ = a,8(/> — flr„— <k),) — (ûr„-+- w,)(r h- a„) H-/?(flrîjH- w,) -- ra„— 2B, 
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et 

Aîa=(«ii+wj)(^ — «31 — W|) — r(a,i4-(k),) ^, 

(102) ^. A,i=: (flr„ -h &),)(/• — a„—w,)—>[>(a„H-(k)8) ^> 

^ Ai,= (flTj, -h &),)(/> — flr„ — w, ) — ^(a,j-+- w, ) ^, 

où Ton entend par «23» «.11 1 ^12 les expressions (96). 

Les équations (99) déterminent la pression hydrodynamique en tous les points 
du liquide : 

P =1 a X 4- 3 y H- y 3 4- ^ ^ = H- ^ j ' -H ^ 5 « 
•^ ' 2 2 -^ 2 

♦i(^) désignant une fonction arbitraire de t, 

26. Formons maintenant les expressions des composantes suivant les axes mo- 
biles X, r, :; de la résultante et des sommes des moments des forces de la pression 
du liquide sur la paroi du vase. 

La pression étant dirigée suivant la normale à la paroi, on trouve, en désignant 
par Rx, Rv^ Rz les projections sur les axes x, y, z de la résultante des forces de 
la pression, 

«^=: I Paris, R^nz fp^c/s, R,r= fpyds, 

où les intégrales s'étendent à la surface de Tellipsoïde (S). 
On peut donc écrire 

R,=/^w., a,=/-.. B.=/g.„ 

les intégrales étant étendues au volume de l'ellipsoïde (S) tout entier. 

En se rappelant que l'origine des coordonnées x, y, z est située au centre de 
l'ellipsoïde et que les directions de ces axes coïncident avec celles des axes princi- 
paux de l'ellipsoïde, on trouve 

[ I a: d7=z I y dT=i I z dr =z o, 
f I yz dr ^= j zx dz = I xy d'z-= o 
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et 

/' M 

M désignant la masse totale du liquide. 

Cela posé, on trouve, en tenant compte des équations (99) et (100), 

— Rs= ("^ "^*'° («i-+-/>) — "o(Wj-H7))M. 



• <^' 



27. Formons les expressions de composantes suivant les axes fixes de la même 
résultante des forces de la pression du liquide sur la paroi du vase. 
Désignons ces composantes respectivement par 

Rç, Rr., R:; 

par a/, j3/, y, (1 = i, 2, 3) les cosinus directeurs des axes x^yy z par rapport aux 
axes S, 7i, Ç. 
On peut écrire 

— H$ = — Rora,— R^a,— R^ai 

^. d , V m« / doLx ddn doLm\ 

H-^o [(w,-H/>)a,— (W|H-r)ai] 
H-w'o[(a),4-^)a|— (GJi-f-/3)a,]|. 

Désignons maintenant par Uo, V©, W© les composantes de la vitesse d'entraine- 
ment du vase suivant les axes Ç, y^, t^; par û|, Û2, Û3 les composantes suivant les 
mêmes axes du tourbillon. 

On a 

12j=r a),ai H- (*),«,-+- ÛJ3 a,, 12, = .... 
Moyennant ces relations et en tenant compte de formules connues de la Gné- 

Fac. de T., a» S., X. 3q 
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matique 






-h^a,— ra, =io 



> 



on transforme Texpression de R^ en la forme suivante : 

(.06) -Rç=m(^ + W.Û,-V.Û,^. 

On trouvera ensuite de la même manière 

(107) { 

( _R; = M(^^-hV.Û,-U. Û,V 

28. Désignons maintenant par 

les composantes suivant les axes mobiles x^y^z du moment, par rapport au centre • 
de l'ellipsoïde, de forces de la pression du liquide sur la paroi du vase. 
On a 

On en tire, en tenant compte de (99), (io3) et (io4), 

(108) M,-(C,-B,)A„, M^=(A,-C.)A,„ M,= (B,- A.)A„. 

29. Les résultats obtenus nous permettent de résoudre d^une manière très simple 
deux problèmes importants d'Hydrodynamique. 

Considérons tout d'abord le problème suivant : 

Imaginons un corps solide ayanl une cmuté de la forme ellipsoïdale remplie 
par un liquide incompressible (à densité un). 

Supposons que le liquide soit animé d\in mouvement tel que les lignes de 
tourbillons restent toujours des droites. 

Supposons encore que les molécules du liquide s^ attirent suivant la loi de 
Newton. 

Soient enfin L, M, N les sommes des moments des forces extérieures agissant 



M, 



My 
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aux points du corps solide , par rapport aux axesx^ y^z^et X, Y, Z les valeurs 
données des composantes suii^ant les axes fixes de la résultante de ces forces. 

Il s^agit de déterminer le mouvement du corps solide y ainsi que le mouvement 
du liquide contenu dans la cavité. 

Quant au inouvement du liquide, les tourbillons (0|, (O2, (1)3 doivent satisfaire 
aux équations générales (97), ayant lieu toujours, quel que soit le mouvemenl du 
^ase solide contenant le liquide. 

Il ne nous reste qu'à déduire les équations du mouvement du corps solide. 

Or ce problème se ramène tout de suite au problème correspondant de la Dyna- 
mique générale. 

On peut considérer le vase solide comme un corps libre, soumis aux forces 
extérieures données et aux forces de la pression du liquide, appliquées à la paroi 
de la cavité. 

Désignant par T la force vive du corps, on obtient immédiatement les équations 
du mouvement sous la forme suivante : 



dt\âuo) ^ ' dvo ^ 



âT 



-f-H,4-X, 



/ , j d /âT\ ÔV dT -, ^ 

TA -7— =7-J /'T ^-*^- -+■ A 

dt\dsvç,j ' ôUq ôVq 

dt \àp / oVq " âiv^ ôff ^ or 

] d (dl\ dJ dJ (Tr ^T ^ ^ 

d(drï\ dT dT dTÏ dT ^ ^ 

où Rx, R^, R«, Mx, M^, M, sont les fonctions définies par les formules (io5) 
et (108). 

Le problème se ramène à la détermination de neuf fonctions de t : 

(k),, (k)„ (k)„ £/o» ^0» ^Of Pf Çf ^f 

satisfaisant à neuf équations différentielles du premier ordre (97), (109) et (1 10). 

Ces fonctions étant trouvées, nous obtiendrons les vitesses ;/, v^ w du liquide 
remplissant la cavité moyennant les formules (98). 

Pour achever la solution du problème, il ne restera qu'à déterminer les cosinus 
directeurs a/, P/, y/, ou les trois angles cp, 0, ^ d'Euler, ce qui conduit à l'intégra- 
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lion 'des équations 






ou des équations suivantes : 



•^sin&sin ç -h ^coscp =;», 

-jî- sin 7 cosç -+- -r- sin 9 = 7, 
au ^ ai 

d^ ^ do 
-r-cosy H- -f- = r. 
at at 

30. On voit, de ce qui précède, que la théorie des tourbillons nous conduit 
d'une manière fort simple à la solution du problème, énoncé au début du numéro 
précédent. 

Les équations (109) et (i 10) sont tout à fait générales et contiennent comme 
un cas particulier les équations analogues que j'ai déduites par une autre méthode 
dans mon Mémoire : iSur le mouvement d^une masse fluide imcompressible 
de la forme ellipsoïdale dont les molécules s* attirent suivant ta loi de Newton, 
qui doit paraître dans peu de temps dans les Annales de l^ Ecole Normale, 

Sans traiter la question dans toute sa généralité, faisons quelques suppositions 
particulières qui permettent de réduire les équations (109) et (i 10) à une forme 
beaucoup plus simple. 

Supposons d'abord que le centre de gravité du corps solide coïncide avec 
celui de r ellipsoïde (S) et désignons par M« la masse totale du corps. Dans ce 
cas on a 

//' H- c' -4- H'* 



T« désignant la force vive de la rotation du corps autour du centre de Tellip- 
soïde (S) (Toriginc de coordonnées mobiles x^y^ z). 

Substituant cette expression de T dans (109) et en tenant compte des équa- 
tions (io5), on aura 



di 



duo 

f 

div 

~ = f/o(o-/7-rMw,) — (•o(c7/?-+-Mw,)-hZ, 

où Ton a posé 

(lia) <7=:Mi-^M. 
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Supposons ensuite que les axes d^ inertie du corps coïncident avec ceux de 
r ellipsoïde (S). 

On a, en désignant par a, ^, y les moments principaux d'inertie du corps, 



Les équations (iio) prennent alors cette forme simple : 



""-di 



= ((3-y)'-^-(B,-C,)A„+L, 



(ii3) 



^ y J = (« - ^)pq - (At- B.) A,.+ N. 



31. Considérons le cas où les forces extérieures sont nulles, c'est-à-dire 



Substituant dans les expressions (102) de A23, A31, A{2 les valeurs de ^23, 
«3iî «12 définies par les formules (96), et en tenant compte des équations (97), 
on transforme les équations (i i3) à la forme suivante : 



(îi4) 



X, -^ = (X, — X,)r/> -+- K(a'— c')w3Gi), 



dt 



aM/>«(a»— c«)r , 



[a'(6*— c» )/>&), -c« (a»— 6«)r»,], 



dt 



^» w7 = (^i — ^»)/^7 H- K(6»— a»)wiût), 



dt 









où Ton a introduit les notations suivantes : 



(115) 



X, = da-4-^(6«— 



x.= a|3 



X.= ôy 



a = 



«(... 


-c»)*(c» + a')(a» 


+ *'), 




M, , 


-a»)*(a»-t- 


&») ( &' 


+ c'), 




M, , 


-6«)»(6'-4- 


c')(c' 


+ «'), 




+ a')( 


(«»+*'). 


K = 


aMa'c' 


6» 
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Dans le cas considéré, les équations (97) et (t i4) ne dépendent pas de Ho, i*t 

rf «'0. 

Ces équations sont précisément celles que j'ai déduites par une autre méthode 
dans mon Mémoire, cité plus haut, où j*ai fait d'avance la supposition particulière 
que le centre de Tellipsoïde (S) reste immobile. 

Dans le cas général, que nous considérons dans ce travail, il faut ajouter à ces 
équations encore les équations {1 1 1) qui déterminent le mouvement de translation 
du coq)s solide. 

L'intégration de six équations simultanées (97) et (1 14) détermine le mouvement 
de rotation du corps autour du centre de Tellipsoïde (S), ainsi que les tour- 
billons a>i, a>2, a>) en fonction de /, c'est-à-dire le mouvement du liquide. 

Le mouvement de translation du corps sera déterminé ensuite par l'intégration 
des équations différentielles linéaires de la forme suivante : 

<j-^ = i'o(<x/' -+- Mw,) — »ro(<^7 -+- Mwj), 

fli^* 

auxquelles se réduisent les équations (111), lorsque les forces extérieures sont 
nulles. 

Remarquons que les équations (116) admettent une intégrale évidente 

itl -4- i'I H- i^'l — const., 

qui montre que le mouvement de translation du corps est toujours uniforme. 
Il suffit de trouver encore une seule intégrale de ces équations pour ramener le 
problème à une quadrature, car aux équations (116) s'applique le principe du 
dernier multiplicateur de Jacobi. On peut remplacer les équations (116) par les 
autres, plus simples, si nous introduisons les composantes 

Uo, V„, Wo et 12„ Î2„ ii, 

suivant les axes fixes delà vitesse du centre de l'ellipsoïde et du tourbillon, 
On aura, eu égard à (106) et (107), 

■ '^ =.-p(V,o,-W,£2,) ' 

(..7) -/^=p(W,o._u,0)[ 0=^. 



' dl 



r=?(Uo.Q,-V.i2,) 
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les équalions qui ne dépendent pas explicitement de la vitesse angulaire de la rotation 
du corps solide. 

Le but principal de ce Mémoire consiste à indiquer une méthode simple, basée 
sur la théorie générale des tourbillons, pour établir les équations fondamentales 
du problème énoncé au début du n** 29. 

Quant aux recherches sur Tintégration des équations obtenues et à l'étude de 
divers cas possibles du mouvement, ils feront Tobjet d'un Mémoire particulier. 

32. Je passe maintenant à un autre problème, devenu classique d'après les 
recherches de Dirichlet et Riemann, à savoir au problème du moui^ement d'une 
masse Jluide dont la surface libre conserve, sous la pression constante, Informe 
d^un ellipsoïde. 

Je vais montrer que la théorie générale des tourbillons, appliquée au cas consi- 
déré, conduit aussi bien que dans le cas précédent à une méthode fort simple pour 
déduire les équations générales du problème. 

Supposons, comme précédemment, que les molécules du liquide incompres- 
sible, remplissant un vase solide de la forme ellipsoïdale, s'attirent sui- 
vant la loi de Newton et que les lignes des tourbillons soient toujours des 
droites» 

On aura toujours, quel que soit le mouvement du vase {voir n° 25), 

(il8) p = «^H-(3yH-yj5^Ailx«4-^y*-+--L»5« 

où a, 3, y et ^i,k{i^ fc= i, 2, 3) se déterminent par les formules (96), (100), (loi) 
et (102). 

Quant aui tourbillons (i>|, u>2, CO3, elles doivent satisfaire aux équations diflTé- 
rentielles (97). 

Supposons maintenant que la pression P, définie par l'équation (118), reste 
constante en tous les points de la paroi du vase, c'esl-à-dire en tous les points 
delà surface (S) de l'ellipsoïde. 

L'équation (118) montre que cette condition sera satisfaite, si nous posons 

(119) a = o 



(ï'9i) 



>, 


P = 


0, 


V — o, 


(|/(/)__consl., 


A„ = 


= 0, 




A„ ~ 0, 


Ail — 0, 


A,.= 


2: 






A ^ 



A désignant un paramètre arbitraire. 
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introduisons, au lieu de variables 

'il,, oj,, 01,, ^, y, r, 
les nouvelles variables 

^\9 «^1» *^'j» y\9 j'tf j'tt 

en posant 

p(&^—c^) = bKr^ -h c* v„ ot), — jr, — y„ 

<7(c' — «' ) ZTT c- JT, -h a' j'j, w, =ra-, — i,. 

Substituant ces expressions dans (i 191) et (9-), on obtient, en tenant compte de 

(95), (96), (101; et (102), les équations suivantes : 

^\-^y%y\ -+- /Va— ^y\ — ^» .^i -»- j^» j-i -+-/> J^j— r^, = o, 

^% -+- .^'1 y* -+- 7/1 — /^J'î = o» Ji -4- j:, j:, -h 7 r , — /> Xj =1 o, 
(119,) / (J^î-l-y,)'' — (-2^1^- v,)7 — x,j,~ j:, v,= — * -t- 2A, 

Or, si la pression reste constante en tous les points de la paroi du vase, on peut 
le supprimer et nous obtiendrons ainsi un cas du moui'emenl d'une masse Jluide 
dont la surface libre conserve, sous la pression extérieure constante, la forme 
d'un ellipsoïde de la figure invariable. 

Les équations (1 190) sont précisément celles que j'ai déduites par une autre 
méthode dans mon Mémoire mentionné plus haut. 

33. Nous avons supposé que les demi-axes de Tellipsoïde ne changent pas leurs 
grandeurs avec le temps. 

Mais celte restriction n'a rien d'essentiel et la théorie des tourbillons «'applique 
aussi bien au cas général. 

Pour cela, il suffît seulement de remplacer la condition aux limites (98) par la 
suivante : 

, ()V .r /)!> y f)V z 
^ ^ O.v fl- (Jy f/- ôz c' 

4/ 

— (//o 4- fjz — rv — o)jc)— — (t'o-l- rx — pz — (^^x) ~ 

, . :; .r* da y' db z^ de 

^ ^ ' ^ '-^ c« a» de b^ dt c* dt 
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En prenant, comme au n" 2i, pour P l'expression (94) et en la substituant dans 
l'équation (lao), nous trouverons pour a, p, y, ^23,^31 eia^i les mêmes expressions 
qu'au n" 2i. 

Quant aux trois premières des équations (gî), elles se remplacent par les sui- 
vantes : 

, - 1 dn \ db 1 de 

(,a,) «"=-â^' ''"=bTt' "^^^cdi' 

où a, 6, c sont les fonctions de /, liées par la relation 

, da db , de 

OU, ce qui revient au même, 

abe = const. 

Les équations (97) restent inaltérées. 

Dans les expressions de A|^i^(l, A' = i, 2, 3), il est nécessaire d'introduire les 

termes dépendant de an, ^22 6t ^33, qui ne sont pas nuls dans le cas général, et 

dans les dérivées 

dofi da^x daif 

In' "ST' 'W' 

qui figurent dans les expressions de A|^i^(l, A* = i, 2, 3), il faut considérer a, 6, c 
comme fonctions de /. 

La pression P se représentera sous la forme (1 18). 

Répétant textuellement les raisonnements du numéro précédent, nous obtien- 
drons les équations générales du problème de Dirichlet sous la forfne d'équa- 
tions (97), (i 19) et (1 191), auxquelles il faut encore ajouter les équations (121) 
et (122). 

En effectuant le calcul indiqué, ce qui ne présente aucune difficulté, nous 
obtiendrons, à l'aide de (97) et (1191), les équations, précisément celles que j'ai 
établies, par une méthode différente, dans mon Mémoire dont j'ai parlé plus haut 
(voir n° 30). 

Or j'y ai supposé d'avance que le centre de Tellipsoïde reste immobile, c'est- 
à-dire que les fonctions Uqi ^09 ^^0 soient égales à zéro. Ici, je considère le cas le 
plus général, où Uq^ (^09 ^^0 restent différentes de zéro et se déterminent à l'aide des 
équations (i 19) qui doivent être ajoutées aux équations (97), (1 191), (121) et (122). 

En renvoyant, pour les détails, à mon Mémoire tout à l'heure mentionné, je 
m'arrêterai ici au cas le plus simple, où l'ellipsoïde ne change pas sa figure pendant 
le mouvement. 

Fac. de T,, a« S., X. 4^ 
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31. Le BOatenral de h muw laMfe h rgf c n de deas moatemenl» : < 
acMncauai tl'eauuti«B«al <1« TelEfMdiAe, tmmme &'0 éuît nu cDrp« solide, et 
d"^ ■MMiTem em » d« lî(|«idc reblif |nr fspport A c« eorpa. 

SsppMoas d'^oad <pw raflîpnAfe Mit A tra» ue» a, A. r ÎB^ux. 

fWipilii» ifcfiTf fait<'|iM ITmmmiii eidfaMMt7éctiBi|ilèirtD«aidans mon 
MteoirCf d^ cM pl a i if i Ca», «« nàl ^»c ta rottlion d« rvflîpïoïde. dan» le 
■OOTe^CTl f e1i»^e— t,deit <€rg B^tfessMrewXBl pcriipeiUrt guf Ifs ë<)tia>ions 
(97) et (1 19), UMJean iad^cadamln de «kesacs m^ c-,, «r, 4e mn&latioD, n'ad- 
■cneal (pir tiras solaUaos dtBIrrcalcs, à axvmr^ m 

,^ i /» = ? = <>. •.,= «*,= », 

Ml 1 



0) r=<^ «.= «. 

L^eKpMMde Saide peol donc, utms k pp eitina esWnenrp conslanle. toortKT 
■ûforatétneni roisBe nn co«fis solide aotovr A'mm de ces ucs pcîiwîpBiia, ou 
aMtmr d'sa ate sitaè <httt a& de rr« pUas prâc^nv^ 

Cest ra rrfotbl coann, ^l»Ui par Riemaait. 

Or. ta mniue /ÎMÎJr peut éirt eitcort animé* d' m» miouremenl et translation 
.saju cesser de raaj^rvrr ta /arme tt'mn eUtpsoide t»tittt pendant le mtoa- 
remtent. 

PcHU d^lemuncr 1» cooipaaales ««, v„ tr, d« tBoaveMenl de InnsUtion de 
rdlipsvide, il fant emptorer le* é4|iuùoas (119) qaî s'ècriroo», en vecta de (loo). 



•i. ea îatrodai»Dl le* TOn»p<»sanle» l», V,. AV, de U «iiesse da colre de Tellip- 
Mide, et les (.-ooiitosaDtes O.. Û,. Oi du loitrbilloa «ivmnl les aies Gxcs. 

|,^=, _^!™[!=l !>.-V,Q, 



I 

I 

I 
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et se compose des deux mouvements suivants : 

lïun mouvement uniforme le long de l'axe de rotation de Vellipsoîde 
autour d'un de ces axes principaux et d'un autre mouvement dans lequel son 
centre décrit uniformément un cercle dans le plan perpendicultsire ù Vaxe de 
rotation, 

36. Supposons inaîntenant que 

r =1 (k>, = o, 
/> = const., 7=:consl., ct>|= consl., b»s=rconst. 

Les équations (i'23) prennent la forme 
(126) -^ = l'.X,— i/.Xj, 

où 

Ces équations admeltent les intégrales évidentes 

h et g désignant deux constantes arbitraires. 

La première de ces équations montre que le mouvement de translation de 
Fellipsoïde doit être uniforme. 

D^autre part, elles conduisent, en vertu de (ia6)i à la relation 

où l'on a posé 

m 

On trouve donc 

(117) U'o= ^C0Stf(^-+-T). 

En supposant, pour plus de simplicité, que 

T=:o et «'o = y pour t^zo^ 



SUR LA THÉORIE DES TOURBILLONS. 3l7 

on peut écrire 

Sabstituant cette expression de Wq dans (120), on trouve, après les intégrations, 

#/o=a H — ^sina^, 

(128) \ ^ 

a et ^ désignant les valeurs initiales de Uq et Vq (pour t = o). 

37. Dans le cas considéré, le mouvement de rotation de l'ellipsoïde seréduit 
à une rotation uniforme autour d'un axe de la direction fixe, toujours situé dans le 
plan xy. 

Prenons cette direction fixe pour l'axe des ^ et désignons par u> la vitesse angu- 
laire, par o l'angle que fait l'axe des ^ avec celui des x, par l'angle que fait l'axe 
des ^ avec celui des z. 

On a 

et 

/ a|=cos9, (3i=: sinçcosoi)/» yi= sin9 sino)^, 

(129) ( a, = — sinç, (3,= cosfcosoj^, y,= cos9sina)ry 



a,= o, p,= — sinw^ y3 = cosa>^ 

On trouve donc, eu égard à (127), (128) et (129), 

-^ = Uo = A -+- Csino-r, 

dy 
(«3o) / -^ = Vo = Bcosw^ — ycosa/sinti)/ — Dsîna^costo^, 

-jj = W»=B sina)/ + /cos7/cos(i)^4-D sinarsinGjr» 

les expressions des composantes suivant les axes fixes de la vitesse de translation 
de l'ellipsoïde en fonction de /, où l'on a introduit les notations suivantes : 

A = a COS9 — (3 sinç, B = a sincp -h jJ cos<p, 

C = ^ ( X| sin 9 -^ >, cos f ), 1) = î^ ( X, sîn 9 — X, cos cp ). 

L'intégration des équations (i3o), qui ne présente aucune difficulté, détermine 
le mouvement du centre de l'ellipsoïde. 
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Supposant, en particulier, 

on obtient ces formules simples : 

—77-=: A, -3-=Bcosw^ -y- = Bsin(â)/, 
(it at at 

. , B . , B 
Xo =: A / -+- A', yo=^ — sinw^-h /, Cgz= cos(k>^-^m, 

/', /, m étant des constantes arbitraires. 

Le mouvement de translation de Tcllipsoïde se compose d'un mouvement uni- 
forme le long de Taxe de rotation de la masse fluide et d'un mouvement uniforme 
du point j^09 ^0 dans le plan perpendiculaire à cet axe, où ce point décrit un cercle. 

On voit donc que V ellipsoïde fluide à trois axes inégaux, dont la surface 
libre est soumise à une pression extérieure constante y peut conserver sa figure 
invariable, si son mouvement d^ entraînement se compose d'un mouvement de 
translation, défini par les équations (i3o), et cTun mouvement de rotation 
uni/orme autour d^ un axe, situé dans un des plans principaux de r ellip- 
soïde, 

38. Faisons enfin quelques remarques sur le cas où la surface libre du liquide 
conserve pendant le mouvement la forme d'un ellipsoïde de révolution. 

Dans mes Notes, insérées aux Comptes rendus en 1906, j'ai indiqué deux cas 
nouveaux du mouvement d'un ellipsoïde de révolution allongé, où le mouvement 
du liquide n'est pas permanent, mais l'ellipsoïde ne change pas sa figure avec le 
temps. 

J'ai démontré que ce mouvement sera possible si l'on communique à l'ellipsoïde 
un mouvement d'entraînement se réduisant à la rotation de celui-ci, comme s'il 
était un corps solide, autour de son centre fixe dans l'espace. 

Or, le même mouvement sera aussi possible, si Von ajoute au mouvement de 
rotation encore un mouvement de translation, défini par le mouvement du 
centre de V ellipsoïde. 

Cela résulte immédiatement de recherches du n° 32. 

Rappelons que les équations (g-j) et (iiQi), ne dépendant pas de c/o» ♦*•» «^t» 
conduisent, dans le cas considéré, aux expressions suivantes pour les tour- 
billons (jj|, (t>2, (03 : 

== w ( ; ^1 ) COS T, 



w, =Z 



w, 



==: £ 6) SUIT, 

\fj X-fj) 



W3=0, 
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OU 



T = e, l rdt'\- consty a = i / ^ y 
£=±1, £' = ±1, £i = :iii, 

ui désignant une constante donnée. 

On suppose que 

a=: b et €"> a. 

Les tourbillons cui, co^, (O3 déterminent, comme on sait, le mouvement des points 
du liquide. 

Ce mouvement se compose d*un mouvement d'entraînement de l'ellipsoïde, 
comme s'il était un corps solide, et d'un mouvement relatif du liquide par rapport 
à ce corps. 

Le premier de ces mouvements se réduit à la rotation de l'ellipsoïde autour de 
son' centre. Les composantes de la vitesse angulaire de cette rotation se déterminent 
comme il suit : 

La composante r suivant l'axe de révolution de l'ellipsoïde peut être donnée 
d'avance en fonction arbitraire de t] les composantes/? et q ont pour expressions 

/? = — £wcosT, q =1 — £'£(«) sinr. 

Tels sont les résultats obtenus dans mes Notes, mentionnées plus haut, où j'ai 
supposé d'avance que le centre d'ellipsoïde reste immobile. 

Nous pouvons maintenant affirmer, d'après les recherches du n° 32, que le mou- 
ventent de ^espèce considérée sera aussi possible, si Ton ajoute au mouvement 
de rotation encore un mouvement de translation défini par les vitesses i/oj i'oî <''o 
du centre de ^ellipsoïde. 

Pour déterminer ce mouvement, il faut intégrer les équations (ia3) [ou (124)], 
qui deviennent 



du^ 



di 

(i3i) \ -^ =iro>.iCOST — i/oT, 

di^ 



-~ = //^Xssinr — t'o'icosr, 



où l'on a posé 



X, = a)( , 1 £ ), ).,= £'&>( £), 

\|l — fiO"! Cr / \<T I — £ff / 



Supposant, en particulier, 

r=o, 



322 W. STEKLOFF. 

et, pour toutes les valeurs de Tindice A*, à partir de A: = t, 
(i38) wjt«-i- r;tP-h«>y = o sur (S). 

Les fonctions //, v^ w étant indépendantes de f, il faut supposer qu'il en soit de 
même de fonctions />, ^, r, a, b et c, c'est-à-dire que le vase solide soit animé 
d*iin mouvement uni/orme. 

Comme le liquide est incompressible, il faut ajouter encore aux équations 
précédentes l'équalion 

au ai' fhv 



qui conduit aux équations suivantes pour //a, Vk^ iv^ {k = o, i, 2,...) : 

Le problème se ramène tout d'abord à la détermination des fonctions Uq, Vq, Wq 
à l'aide des équations (i34), (i^^) et (lig) (pour /r = o). 

On peut considérer i/o, (^O) ^^0 comme les vitesses d'un mouvement irrotationnel 
du liquide contenu dans le vase solide, animé du mouvement donné, défini par les 
valeurs données de a, b, c^ p, q et r. 

Désignant par V le potentiel de vitesse, on obtient ces équations pour V : 

AV r= o à riolérieur du vase, 

à la paroi du vase. 

La fonction V étant déterminée, on aura 

ô\ ÔW 0\ 

"'=7^' '^^W ''^'^Tz' 

4-1. On peut considérer maintenant i/o? ^o? <»'o» q^î figurent dans les équa- 
tions (i35), comme connues. 
Posons maintenant 

a^—Uç^ — fjz-i-ry, 

Po — t'o — rx-j-pzy 

On trouve, en tenant compte de (iSg), 

(.40) ^«+$£ + ^ = 0. 

dx dy àz 
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On peut donc considérer ao, Po> Yo comme les composantes, suivant les axes 
mobiles, des tourbillons dans un certain mouvement du liquide, f/|, Ti, (V| comme 
les vitesses du même liquide remplissant le vase donné immobile. 

En effet, les fonctions r/|, (^i, (V| doivent satisfaire aux équations 



Oy 'âz 

dz ôx 

âx dy 

dui dvx div^ 



dx dy Oz 



«0 



) à rinlérieur du vase, 

=. o 



et à la condition 



w, a 4- i'i (3 -+- i^', y = o sur la paroi du vase. 



Ces équations ont précisément la forme des équations (i), (2) et (3) du n*' 1, si 
Ton y pose 

o(x,y,z,t) = o. 

Les fonctions œq, ^0, yo^ vérifiant l'équation (140)9 satisfont encore à la 
condition 

«0» -+-PoP -l-yoy = «« 4- 6(3-hcy sur la paroi du vase. 

Donc, l'expression ao» + Pop -H yoY ne s'annule pas sur la surface (S) du vase, 
si a, 6, c restent différents de zéro. 

Or, moyennant la méthode indiquée aux n* A à 10, nous pouvons maintenant 
résoudre ce problème dans chaque cas particulier^ car le problème, comme 
nous Pavons montré, se ramène à la solution du problème de C. Neumann et aux 
quadratures {voir n"* 4 à 10). 

42. Les fonctions u^^ i'i, w% étant trouvées, nous pouvons ensuite déterminer 
successivement toutes les fonctions Uk\^ Vki et iv^ pour toutes les valeurs de l'in- 
dice /r, à partir de A: = 2. 

Pour cela, il suffit d'emplojer les formules du n® 3, car les fonctions m*_i, ♦'a-i, 
^^h-st qui figurent dans les seconds membres des équations (i36), satisfont aux 
conditions (6) et (7). 
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On obtient ainsi ces expressions pour Ukj i^j^ et (Va (A* = a, 3, . . .) : 

"* = S' +:5J' 



(i4i) i«'* = Si*' 



ày ' 



dPk 

t 



où 



[ kt^àyj r i\Tz dz J r 

L\Ti ox J r ^TC âfj r 

les intégrales étant étendues au volume du vase. 

Quant à Pa, c'est une fonction définie par les conditions 

APa == o h rintérîeur du vase, 

(«4 { ^^_(g(A)^^g(^A)(3^si^)y) à la paroi du vase. 

43. Supposons que la surface (S) du vase satisfasse aux conditions suivantes : 

i" Elle admet en chaque point un plan tangent déterminé. 

2" L'angle aigu 2r que font deux normales à (S) en deux points/? et /?« satisfait à 
rinégalité 

p désignant la distance ppo, a un nombre (ixe. 

3*^ Il existe un nombre D tel qu'une parallèle à la normale n à (S) en un point 
quelconque p ne puisse rencontrer (S), à l'intérieur de la sphère de rayon D, 
ayant /> pour centre, qu'en un seul point (*). 

Ces conditions étant remplies, on peut appliquer la méthode de Robin pour 
déterminer la fonction Pa vérifiant les équations (i43), comme je l'ai montré dans 
mon Ouvrage, tout à l'heure cité [voir aussi mon Mémoire : Sur les problèmes 



(•) Voir le Mémoire de M. A. Liapounoff, Sur certaines questions qui se rattachent au 
problème de Dirichlet (Journal de Mathématiques, 1898^ 3* fasc., p. 2^3 et 244)) ainsi que 
mon Ouvrage : Les méthodes générales pour résoudre les problèmes fondamentaux de 
la Physique mathématique [Kharkow, 1902, p. 17-18 (en russe)]. 
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fondamenlaux de la Physique mathématique {Annales de l'Ecole Normale, 
1902). 
Posons 






en désignant par /* la distance de deux points p^ et p de la surface (S), par '| 
Tangle que fait la direction pp^ {p étant le point variable) avec la normale exté- 
rieure à (S) en/>o. 

La fonction Pa se représentera sous la forme du potentiel de la simple couche 

(.4',) p,= _Ly(p<*.^p;t. + ...+ p.*- + ...)^, 

OÙ r désigne la distance d'un point quelconque x, y^ s de l'espace du point 
variable /> de la surface (S). 

Désignant par q^ la densité de cette couche simple, on a 

.l'ai établi, dans mon Ouvrage déjà cité, que la série du second membre de cette 
égalité converge absolument et uniformément sur la surface (S) et que 

(■45) |pi*'|<7R;*'«'*. 

OÙ R'o' désigne le maximum de module de pj,^^ sur (S), q un nombre positif 

ne dépendant que de la surface (S), o* un nombre positif plus petit que l'unité. 

i 

1 
4i. Prenons maintenant sur (S) deux points quelconques p et/>', assez voisins 

l'un de l'autre, et soit p la distance pp' . 

Désignons par qk et q'f^ les valeurs de q^ aux points p et //. 

Supposons que pô*^ satisfasse à la condition. 

(•46) \pT -(?',)' \<b9\ 

où b est un nombre fixe, a un autre nombre fixe satisfaisant à l'inégalité 



{?Ty désigne la valeur de po' au point/?'. 
Démontrons que, dans ce cas, 

('47) |^*-7il<cp^ 
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c désigaantun nombre fixe ne dépendant pasde p, ^ le plus petit de deux nombres z 

et - (on suppose que p <^ i). 

Moyennant la méthode de M. Liapounoflf, j'ai établi dans mon Ouvrage cité 
rinégalité suivante : 

(•48) |p/-(p,*)'l<LRi*:'v/F. 

où L est un nombre fixe ne dépendant que de (S) ; R^^l', désigne le maximum de 
module de p^*', sur (S), (S^*^)' la valeur de p]*'p au point y?'. 

Cette inégalité a lieu pour toutes les valeurs de 5 à partir de 5 = i . 

En remarquant maintenant que 

l'7»-9*l<lpi*'-(p',*')'l + lp'.*'-(p'.*')'l+-.--l-|pi*'-(pi*')'l+---. 
et en tenant compte des inégalités (i4S) ^^ ('4^)) on trouve 

k*-^i| < ^P"+ Lv/p(Ki*' -H «',*' + ... + Ri*' -h. . .), 
d'où l'on lire, en vertu de (i45), 

(■47.) |7*-7*I<*P'+l(i + -^)ï^'.*'V^- 

Cette inégalité conduit immédiatement à Tinégalité (i 47)* 
io. Formons maintenant la diHerence 

en se rappelant que 

On a, en employant les notations adoptées plus haut, 
(i49) p.* - (p.*')'= [Si*'« -(Sî)'«'] + [S/ ? - (S*)'?'] + [Si* y - (S/')'y'J. 

Considérons la différence 

Sf a-(S,*')'a', 

qui peut s'écrire 

(i5o) Sf (a -«')-+- [Sf — (%'l;')'}oL'=^foL - {S^*0'«'. 

Désignant par n et n' les directions des normales extérieures à (S) aux points p 
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el p' (Je (S), par P une direction arbitraire, on a 

cos(/i, P) = cos(/i', P)cos(/i, /i')-+- sin(/i', P)sin(/i, n') cos^», 

A désignant un certain angle. 
De cette égalité on tire 

cos(/i, P) — cos(/i', P) =— 2 cos(/i', P) sin*^^^ 4- sin(/i', P) cosv^ sin(/i, /i') 



=r 2 Sin 



— cos(/i', P)sin^— ^ — i H- sin(/i', P)cos4'COS ^— ^ — - 



On en conclut que 

I cos(/i, P) — cos(/i', P) I < 2(/j, n') = 22r, 

d'où, eu égard aux propriétés delà surface (S), énoncées au début du n" 43, 

I cos(/i, P) — cos(/i', P) I < 2ap. 

Cette inégalité, ayant lieu quelle que soit la direction P, nous donne 

(i5i) |a — a'|<2ap. 

46. Désignons maintenant par Kk^ La, M^ les maximums des modules des fonc- 
tions «/A_i v'A_i, iVA_i dans le domaine (D), par N^.i le plus grand des nombres 
Ka, La, Ma. 

On trouve 

(i52) is,*M=iA r^i-.^^^^'-A f^k.y^-^d^ <^^ r^=QNA-„ 

/ I » I |47rJ * • r* 4^J /•• 27r J /•* ^ * " 

Q désignant un nombre fixe ne dépendant que de la surface (S). 
Considérons enfin la différence 

sf-(sf y. 

Posons 

Y^*^ et Z^*^ représentent les composantes suivant les axes y et 5 de la force 

d'attraction des masses, à densité ^ "' et -y^ respectivement, remplissant le 
volume (D), sur le point Xy y^ z. 



SaS W. STEKLOFF. 

Moyennant les propriétés connues du potentiel newtonien, on s* assure que 

|Y(*)-(Y(*)y|<aN^.,p, 

a étant un nombre fixe ne dépendant que du domaine (D). 
En remarquant que 

on trouve 

Cette inégalité et les inégalités (i5i) et (loa) nous donnent, en vertu de (i5o), 

A désignant un nombre fixe ne dépendant que de la surface (S). 
On démontrera de la même manière que 

|Si*'P-(Si*')'P'|<AN*_,p. 
|Si*'7-(S'*')'/|<AN,._,p. 

On en tire, en tenant compte de (149)9 

|pi,*'-(p'.*')'l<»ANt_,p. 

La fonction p^^^ satisfait donc à l'inégalité (i46), où il faut poser 

6 = 3AN;t-|. 

L'inégalité (i47i) devient 
(i53) \qj,-g',\<ByiM..i>/p, 

B désignant un nombre fîxe, car il estévident que 

L étant un nombre assignable. 

On voit donc que la fonction P/( se représente sous la forme du potentiel de la 
simple couche 

2t:J r 
dont la densité Çk satisfait à la condition (i53), ainsi qu'à l'inégalité suivante : 
(i54) |7,|<CN,_„ 

qui résulte immédiatement de l'inégalité (i4^)* 



SUR LA THÉORIE DES TOURBILLONS. 829 

Il importe de remarquer que la constante positive C, dans Finégalité (i54), ne 
dépend que des dimensions du domaine (D). 

47. Ces propriétés du potentiel Pk étant établies, on en conclut, d'après le 
théorème de M. Liapounoff (*), que les dérivées 

dx dy ' dz 

ont les valeurs bien déterminées en tous les points de la surface (S) et qu'elles 
satisfont aux inégalités 



(.53) 



à9, 
dx 



MN*_., 






< MN*_„ 



as 



< MNt_., 



où M esl un nombre fixe ne dépendant que de la surface (S). 

Ces inégalités se déduisent sans peine des formules données par M. LiapounolT 
au u" 4 de son Mémoire, cité plus haut (p. a56, a5^). 

48. Les inégalités (i52) et (i55) conduisent aux suivantes : 



(i56) 



\u,\< KNa-„ \i^,\< KN,_„ . I w', |< KN*-t, 



ou 



K = Q4-M. 



Ces inégalités ont lieu pour tous les points du volume du vase [du domaine (D)]. 

Cela résulte de ce que cette propriété appartient évidemment à l'inéga- 
lité (iSa). 

Quant aux inégalités (i55), nous n'en avons démontré que pour les points de la 
surface (S). 

Or, les dérivées 

^, ÉEi, ^ 

dx ^ dy dz 

du potentiel de la simple couche sont toujours fonctions harmoniques à l'intérieur 
de (S). 

On en conclut, en tenant compte des propriétés fondamentales des fonctions 
harmoniques (^), que les inégalités (i55) restent vraies pour tous les points du 
domaine (D). 



(1) A. LiAPOUNOFF, Sur certaines questions, etc. {Journal de Mathématiques, 1898, 
n" 3, p. 255 et suiv.). 

(<) Une fonction harmonique, continue dans une certaine région sans être constante, ne 
)>cut avoir ni maximum ni minimum à rintérieur de celte région. Voir, par exemple, Jordan, 
Cours d'Analyse, t. II, i89(, p. ai 3. 

Fac, de T., a» S., X. 4 2 
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Les inégalités (i 56) montrent que les séries (i 33) 

• • « 

U=Z^l^Uk9 V=Z^l''i>k, W=^l''Wk 

k=o A=o *=0 

convergent uniformément et absolument dans tout le domaine (D) pour toutes les 
valeurs du paramètre X satisfaisant à Tinégalité 

(•57) i^i<r 

49. Posons maintenant 

(l58) M = Mo-hXU, ('=zU^o-+-XV, Wz^w^'^'kW, 



où 



Ces dernières séries convergent aussi uniformément et absolument dans le 
domaine (D), pourvu que X satisfasse à l'inégalité (i 5^). 
Considérons Tintégrale 

(i59) S, = 7^ TwI^^r'-^ fyLiLÎciT', 



On a 



5L|w2^^=5Ly(|».-w.)lz^.., 



on en conclut que 



s^/w^-'-^^'-à/--"-^"- 



car la série 

A = l 

converge uniformément dans le domaine (D). 
On démontrera de la même manière que 



k=\ 
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On en conclut, eu égard à {1^2)^ que 



(160) 2s'.*'^*"*=S'- 



kz=t 



Les mêmes raisonnements conduisent aux égalités analogues 

(160,) 2s**'^*-'=s.. 2*'*'^*'*=*»' 



k=i *=î 



OÙ Ton a posé 



(î59i) 






50. Formons maintenant la série 



^p.*,X*-.=_^A*-'(S'*'« -h S<*'P + S«*'y). 



*=1 A=l 



L'inégalité (i5a) montre que cette série converge uniformément et absolument 
en tous les points de la surface (S) et représente, par suite, une fonction continue 
sur (S). 

D^autre part, il est évident' que cette fonction satisfait à la condition 




2pi*»X*-At/5 = o. 
k=t / 



Cherchons une fonction P satisfaisant aux conditions 

AP = à rintérieur de (D), 
âP dP^ dP . ,cx 

où Ton a posé, pour simplifier l'écriture. 



/=J;p'*'>*-«. 



*=i 



Employant l'une des méthodes connues (par exemple, la méthode de C. Neu- 
mann ou celle de Robin), nous pouvons résoudre ce problème, car la surface (S) 
satisfait aux conditions du n" 43, d'après l'hypothèse faite. 
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Nous trouverons ainsi la fonction déterminée P, harmonique à l'intérieur de (O), 
dont la dérivée normale 

âPi àP dP^ dP 

an dx oy ^ âz ' 

se réduit, en effet, à la fonction donnée /sur (S). 
La fonction P étant ainsi déterminée, posons 

(l6l) / ç zzzv^-hli^i "+"^*(S|-H j-]> 



w 



= *Vo-H^«'|-hXm S,-4- j-j: 



OÙ i/o9 ^09 ^09 '^M ^i9 ^1 sont les fonctions connues, définies par les équations (i 34), 
( 1 3 5) , (139) ( pour Ar=oetAr=i)et par les conditions aux limites ( 1 37) et ( 1 38) 
(pour k = i). 

51. Il est évident que les /onctions «, v, w^ définies par les formules (161), 
représentent la solution cherchée du problème. 
Elles satisfont, en effet, à la condition 

iia4- t'P -h wy = (a -+- ^5 — ry)a-h (ô-hrx — p^)^ -H {c-^ py — qx)y=^^^ 
car, d'après définition. 









I/o» H- ^oP 


-HW'oy: 


=+. 








M,a H- t'iP 


-UiViy: 


= 0, 




/dP 


^.)'-(f- 


S,) (3 4- 


/dP 


Elles 


satisfont à l'équation 














du dv 
ôx dy 




= 0, 



S, 



p-0. 



car <io9 ^09 ^0) Ui, Vt et w satisfont à cette équation, et 

dSi dSm ()S« 

(Jx OY OZ 

ce qui résuite des expressions mêmes (iSg) et (iSqi) des fonctions S|, 83 et Ss 
On a enfin 

.dP .dP ^dP 

^T" ^ir ^-J- 
dx dy dz 

= o. 



dx dy dz 

car P est une fonction harmonique à Tintéricur de (D). 
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Il ne nous reste qu'à montrer que les fonctions (i6i) satisfont aux équa- 
tions (i32), ce qui est d'ailleurs presque évident. 

En effet, eu égard aux expressions (iSg) et (iSqi), on trouve 

ôf os 4^ 4/ ^ 

On a donc, en tenant compte de (i34), (i35) et (i58), 







'(t-^)**'" 



ôy dz "" dy dz 

= X(i/oH- "kV — qz-h ry) = 'k{u — qz -4- ry). 

La première des équations (i32) est donc satisfaite. 

Les mêmes raisonnements montrent qu'il en est de même de deux autres des 
équations (i32). 

On voit donc que la méthode employée résout le problème du mouvement de 
l^ espèce considérée du liquide, au moins pour les valeurs du paramètre X 
dont le module ne surpasse pas une certaine limite ne dépendant que des 
dimensions de la surface (S) qui limite le vase contenant le liquide. 

52. Remarquons que cette méthode sera en défaut si nous supposons que le 
vase reste immobile, car alors 

«0= ^^0= ^0=0, 

et, par suite, tous les uh^ v/^i Wh deviennent nuls. 

Or, il est possible qu'il existe une suite de valeurs positives, bien déterminées, 
du paramètre X, auxquelles correspondent les fonctions bien déterminées, diffé- 
rentes de zéro et satisfaisant aux équations (i32), jointes à la condition 

wa-t- p(î -+- wy = o sur (S). 

L'existence de ces valeurs de X et des fonctions correspondantes i/, v, w^ si elles 
existent, peut être établie, en partant des recherches précédentes, à l'aide de la 
méthode de Schwarz-Poincaré. Je me bornerai par cette remarque, sans étudier la 
question dans ce travail. 

Encore une remarque pour finir. 

J'ai considéré un cas, où le liquide remplit un vase solide, animé d'un mouve- 
ment uniforme, donné à l'avance. 

Dans ce cas, la condition aux limites prend une forme particulière (137). 
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Vanalyse précédente s'applique presque sans changement à la solution 
d'un problème un peu plus général que j'énoncerai comme il suit : 

Déterminer le mouvement d'une ma^se fluide, limité par une surface fer- 
niée(S)^ dans lequelles lignes de courant se confondent avec les lignesde tour- 
billon et la composante normale de la vitesse se réduit à la surface (S) d une 
fonction continue f i^x ^ y^ ^) satisfaisant à la condition 



I fds = o. 



Il est évident qu'il suffit de poser, dans les équations (i32), 

p = q = r = o, 

et de remplacer le second membre de l'équation (137) par/(j7, y^ z) pour obtenir, 
moyennant la méthode indiquée plus haut, la solution du problème. 



SUR LA 



CIINÉMATIQUE PHYSIQUE DES MASSES GRANULEUSES 



SANS COHÉSION. 



Par m. J.-H. SOURISSEAU. 



INTRODUCTION. 



I . Je me propose d'exposer dans ce Mémoire les recherches expérimentales que 
j^ai faites sur la Cinématique des masses granuleuses sans cohésion. 

J'ai étudié, en opérant sur du sable et des graines de vesces et de colza : 

i" Les densités, le tassement et le détassement; la pénétration d'un cylindre 
dans la masse ; 

2^ L'écoulement par un orifice pratiqué dans une paroi horizontale et dans 
une paroi latérale limitant un milieu indéfini dans les autres sens; l'écoulement 
dans les lubes; 

3° Le frottement par la méthode du cylindre et la méthode du disque. 

Ces recherches ont été faites au laboratoire de M. Bonasse, à la Faculté des 
Sciences de Toulouse, et à mon laboratoire, à l'École nationale d'Agriculture de 
Montpellier. 

En dédiant cette Thèse à mon éminent maître, M. Bouasse, j'ai voulu lui témoi- 
gner ma reconnaissance pour la direction qu'il m'a donnée, pour les critiques 
bienveillantes par lesquelles il m'a forcé à préciser mes idées et à compléter mes 
résultats, pour le soin avec lequel il a bien voulu revoir mon travail. 

Fac, de T., a* S., X. /jS 
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CHAPITRE I. 

DENSITÉS. — TASSEMENT ET DÉTASSEMENT. 



2. Masses essayées. Densité réelle. — J'ai opéré avec du sable qui, après 
extraction «l'une rixière, a él<* hien lavé, séché et séparé en catégories avec des 
tamis ayant des trous ronds de diÉlerents diamètres. Les catégories expérimentées 
ont passé entre deux tamis; elles sont désignées par les diamètres des trous de ces 
tamis : (.V"'"-^""" ), (2'""'-3"'"'), (i'""',:)-2"'"), (r""'-i"*",5), (o"",5-i"""). 

J'ai également opéré avec du sahic de mer : (o"",3-o""',4); des vesces : 
(4™°»-5'»'"); du colza : (r""',8-2»'"\ u). 

r^es vesces et le colza ont des grains ronds; les différentes catégories de sable 
ont des grains anguleux. 

Les grains qui forment le tas de masse sont séparés par des vides; suivant les 
conditions de Texpérience les grains glissent plus ou moins les uns sur les autres, 
et le volume des vides est plus ou moins grand. 

Il y a donc à déterminer : i" la densité réelle A des grains; 2** les densités appa- 
rentes de la masse, fonction des conditions de l'expérience. 

On détermine la densité réelle des grains par la méthode du flacon, en élimi- 
nant le mieux possible les bulles d'air. 

Voici les chiffres trouvés avec une approximation de .j~ : 

A. 

Sable (S'"'"-.^'") 2,6a 

» (!""", 5-'/"'") 2,63 

» (o""", 5-1"'") a, 6a 

» (o""", S-o'-M ) a, 67 

Vesces (4™'»-5'»"') I ^3o 

Coha (r"'",8-2""",';i) i ,o4 

3. Définition du tassement, — Si Vo est le volume initial de la masse pris 
dans un état quelconque, V le volume lorsqu'il y a eu rapprochement des 
grains, c'est-à-dire diminution du volume des vides, le tassement T est mesuré 

par le rapport -^ — ; le détassement — T est mesuré par le rapport de l'aug- 

mentation de volume par le volume de la masse; il a la même expression que le 
tassement au signe près. 

Je me propose de mesurer : i^ la densité apparente selon le mode de remplissage 
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du récipient; 2*^ le lasscinenl par de petits chocs communiqués au récipient; 3" le 
lassement spontané en fonction du temps avec des grains secs; f* le tassement 
par mouillage; 5*^ le tassement par la pression d'un piston comprimant la masse 
sèche ou mouillée dans un cylindre rigide; je mesurerai le détassement lorsque 
cette pression disparaît. 



Densité apparente selon le mode de remplissage du récipient. 



\, 1" Récipients cylindriques, de même hauteur H et de diamètres D 
différents. — On les remplit avec des entonnoirs de 4""*? 5 et 9™*", 5 de diamètre 
d'orifice. L'orifice de l'entonnoir est à une hauteur h = 7**™, au-dessus du bord 
du récipient. I^orsque la base du cône de masse coulante atteint le bord du réci- 
pient, on arrête l'écoulement et l'on arase la masse au niveau du bord avec une 
règle plate bien dressée. Soient V© le volume du récipient, P le poids de la masse 

. ^ P 

qu'il contient : 3 = ^ • 

La figure 1 donne 8 en fonction de D pour du sable (o"",5-i""'); la courbe 1 

Fig. 1. 



l.SO 



l>0. 



uo 



A = 2,62 




D.en cm. 



T— 

10 



— r- 
20 



se rapporte au remplissage avec l'entonnoir de petit orifice; la courbe 2, au rem- 
plissage avec le grand. Lorsque D est grand, le remplissage s'opère par ébouie- 
ments successifs du cône, et 8 est sensiblement indépendant du débit de l'enton- 
noir, comme le montre la figure i . 

J'ai vérifié qu'on obtient, avec un récipient de grand diamètre, un S aussi élevé 
qu'avec un récipient de très petit diamètre, en promenant l'entonnoir pendant le 
remplissage sur toute la surface du récipient, de façon à répandre en pluie. 
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•A" Récipients cylindriques de même diamètre î) et de hautrurx H itiffé- 
rentes; H.u= 60™. — Oa les remplit comme |ir^ci'il<;mnieiil de sable {o""", 5- 1 """) 
en opérant successivemenl avec les deux eniimnoirs. Laissanl H coiisLiint, on 
varie A jusqu'à 80™. 

Les résultais montrent que, dans les limites ou l'on cipf>r<?, si l'on répnnd le snlile 
en pluie, S croit sensiblement avec H et /t; si le n-niplissa^e s'opcTs par éboule- 
roenls successifs du cAne, S est à peu près indi^penHiini dr H et h. 



Tassement par chocs commua 



réripii 



S. Mode opératoire. — L'appareil employt^ ^J'ii- ''■) ^^^ "'' marteau M porlaot 
un manche métallique léger MB, et pouvant tourner autour de l'axe A. Une roae 
à cames R oscille le marteau vers le bas cinq fois par tour en lendiint les ressorts r 
et r', dont la tension est réglée par les écrous V. et E'; lorsqu'une came lAclie 



\ 




l'eTlrémilé B du levier, les ressorts ramènent lirii^queiUL-iil \ers le Jiaul le niHr- 
leau M, dont le bec opère une percussion sur une pièce métallique, vissée sur le 
fond en bois du récipient cylindrique en zinc C { de aâ™, i de diamètre et de capa- 
cité Vo := 1 1',55) qui contient la masse. Ce récipient est simplement posé sur 
deui appuis p et p'. On a observé que les conditions pour qu'il ne se produise 
aucune percussion sur l'axe A. pendant la percussion sur le fond du récipient sont 
pcmplies. {Cf. H. Bouasse, Mécanique physique, p, 36.) La roue R tourne à 
vitesse sensiblement constante (7 tours par minute). 

T« remplissage du récîpientesl efTeclué comme il est dit au n" 4, en employant 
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un grand entonnoir dont l'orifice de 23°*™ de diamètre est à aS*^" au-dessus du 
bord du récipient. 

Soit P le poids de la masse contenue dans le récipient après remplissage. 
Lorsque le récipient plein a été soumis à n chocs, le plein est rétabli; soit /; le 
poids ajouté. 

6. Résultats d'expériences, — Si l'on admet que la masse ajoutée a même S 
que celle remplissant primitivement le récipient, on a 

^_ v.-v _/> 

V, ~ p" 

Avant et après les chocs on a 

p p 

Voici les 5 pour /i = o et /i = 4oo avec une approximation de -^ : 

Pourn = o. Pourn = 4oo. 

Sable (3"»°'-4""") 1,4» 1,^3 

). (i-^S-i""») 1,38 1,5-2 

» (o""",5-i»») f,37 1,53 

» (o"*"',3-o°"",4) 1,39 1,55 

Vesces (4""-5'"'") 0,80 0,86 

Colza (i°"",8-2'»",2) 0,60 0,66 

Après détassemenl opéré par remaniage de la masse tassée et nouveau remplis- 
sage avec la même technique, P remplit complètement Vq. 

La figure 3 donne les courbes de tassement en fonction du nombre de chocs. 
En faisant varier les tensions des ressorts r et /, on obtient une infinité de 
courbes. 

Le tassement croît à mesure que les grains deviennent plus petits ; les courbes 
à grains ronds tendent plus vite vers leur maximum que les courbes à grains 
anguleux. 

La somme des vides est plus grande dans une masse à petits grains que dans une 

masse à gros grains. On peut en efiet dresser le Tableau suivant avec les A et 80 • 

Par 1000*^°' on a : 

Volume Volume 

des des 

pleins. vides. 

Sable (3"'"-4"'") 542 458 

» (i'"",5-2'"'") 5i4 476 

» (o'"™,5-i""") 523 477 

» (o'"'",3-o'"'",4. 520 480 

Vesces ( 4'"™-.5'"'" ) 6i5 385 

Colza (i'"'",8-2»",2) 577 423 
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Cet accroissement de tassement est dû à ce que les graias soni anguleux el iné- 
gaux. On sait que, pour des grains parfaitement ronds, le rapptul liu voluuic des 




grains au volume tolal de la masse est constant, — —; le tassement des grains dé- 
nommés ronds (vesces el colza) est dû à ce que ces grains ne sont pas parfaiie- 
meal ronds, ne sont pus de ini^tiie grosseur el se couipiimenl. 



Tassement spontané en /onction du temps. 



7. Masses sèches. — La masse est contenue dans un récipient cjlîndrïque en 
zinc: (D=25"',i; Ho= 23^"',4 ; V«= 1 1',55). 

Le remplissage est effectué comme il est dit au'n"'!. Un disque circulaire en xinc 
de 5o"°' de surface environ, el portant une lige verticale munie d'un repère (deux 
cheveux en croix), est doucement posé sur le tas de masse ; le repère est visé, en 
fonction du temps, avec un cathélomètre qui servira ultérieurement pour d'autres 
mesures el qui donne une approximation de 75 de millimètre. Après t a jours de 

tassement on a les résultats suivants ; 

Tassement 
en millièmes 



(V) 
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On voit combien le tassement est faible comparé à celui obtenu par chocs. 

En variant Ho jusqu'à i"\ le tassement est à peu près constant (on opère le rem- 
plissage du récipient avec un entonnoir de grand débit). 

L'influence retardatrice d'une paroi sur le tassement des grains qui la touchent 
a été mis en évidence par Siégler. (Cf. Ann. P. et Ch,, 1887, t. I, p. 488.) J'ai 
repris l'expérience en la complétant. Une caisse en bois de îi5*^°* de côté et •-8'=" de 
hauteur a l'une de ses faces en verre; l'une des parois normales à la glace est rendue 
rugueuse en y collant des grains. Des filets horizontaux de sable colorés, noyés 

pendant le remplissage, permettent d'observer le tassement — ^n — > le long de la 

glace, d'une paroi latérale à l'autre. 

On obtient avec du sable (o™"', 5-i*"™) les résultats suivants pour le filet horizontal 
de cote 75*""* après 3 mois de tassement : 

Tassement 
en milHèmes. 

Au contact de la paroi en bois 6,6 

» de la glace dans la portion du filet demeurée 

rectiligne .* i3,3 

Au contact de la paroi rugueuse o 

Le long de la glace, le filet reste horizontal jusqu'à a*^" environ des parois laté- 
rales. 

Tassement par mouillage. 

8. Résultats, — Le récipient, dont le fond est perforé de très petits trous uni- 
formément répartis, repose dans une caisse métallique pourvue d'un robinet pour la 
vidange de l'eau. La technique précédente est suivie et l'on remplit la caisse d'eau 
de façon que le bord du récipient émerge de i^*"; on maintient ce niveau constant. 

g H . 

Le tassement maximum — ^ — est atteint lorsque la surface apparaît mouillée. 

Ho 

1^ Le tassement maximum croît avec la vitesse de mouillage représentée par le 
nombre de trous sur le fond du récipient. 

Constantes : grosseur des grains; sable (o""*, S-i"*") ; mode de remplissage. 

Nombre Tassement 

de maximum 

trous. en millièmes. 

o. ......••.••.....• .....••.*•.••. 7)^ 

la 10,1 

17 1^,1 

29 i3,8 

On opère l'égouttage en ouvrant le robinet de la caisse» On obtient après 
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20 minutes d'égouttage un tassement supplémentaire maximum de 0,4 ^ 0,8 
millièmes. 

2'' Le tassement maximum est plus petit si la masse subit un tassement prélimi- 
naire. 

Constantes : grosseur des grains; sable (o^^^S-i""); nombre de trous. 

Tassement 
maximum 
6. en millièmes. 

1,3; i3,8 

1,44 0,7 

3® Le tassement maximum est plus élevé quand les grains sont plus petits. 
Constantes : nombre de trous; mode de remplissage 

Tassement 
maximum 
en millièmes. 

Sable (o"*, S-i**) i3,8 

» (i"", 5-i"**) 6,1 

u ( 3'«'«.4'«« ) 2,1 



Tassement par la pression d'un piston comprimant ia masse 

dans un cylindre rigide, 

9. Méthode opératoire. — J'ai appliqué les méthodes employées par H. H. 
Bonasse pour la mesure des déformations élastiques et permanentes des solides. 
(C/. BouAssF, Essais des matériaux.) 

La masse à comprimer est mise dans un cylindre en bronze C {Jig- 4)> ^^ ^" 
d'épaisseur et 12^" de hauteur, dont le fond est fermé par un bouchon 6Ieté, percé 
de très petits trous pour Tessai des masses mouillées. 

La pression s*exerce par un piston P en bronze, s'engageant à frottement doux 
dans le cvlindre. I^ partie supérieure de ce piston porte une encoche dans 
laquelle appuie un couteau tiré par le cadre D. Le cylindre C est fixé verticale- 
ment avec des vis dans un manchon en fonte K vissé sur un support métallique J. 

Le cadre D est tiré par une biellette articulée au point 1' d'un levier rigide AA' 
oscillant autour de Taie I maintenu par le support J' et déplaçable le long de ce 
sup|K>rt. Aux extrémités du levier A V sont attachés deux seaux en zinc de 26'; 
Fun est le seau de charge. Tautre le seau de décharge. Le cadre D est équilibré 
par un contrepoids ^non représente sur la figure); le levier A A' oscillant autour 
de 1 est sensible à .{o^. 

In poids V de liquide dans le seau de chai^ produit une pression totale iiP 
sur la tète du piston. 
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10. Charge variant proportionnellement au temps. — Le chargement des 
seaux s'opère au moyen d'un ajutage A" à débit constant D {cf. Bouasse, 'Ann. 




?CrH.yon 



Seau dechargi 



Fac. Se. Tout., t. I, 1899, p. 33a; t. IV, 1902, p. SSg) qui impose une charge P 
variant proportionnellement au temps t : 

L'ajutage A* débite dans un entonnoir F mobile autour de l'aie O. Cet entonnoir 
suivant son inclinaison peut débiter dans l'un des entonnoirs à section carrée 1 , a 
ou 3. S'il débite dans 1 il alimente le seau de charge par le conduit ;r; dans al'eau 
se perd par le conduit z ; dans 3 il alimente le seau de décharge par le conduit y. 
Les conduits x, y, z peuvent être branchés indilTéremment sur n'importe quel 
entonnoir. Il est donc possible, par la manoeuvre brusque de l'entonnoir F, et en 
plaçant convenablement les conduits x, /, z, de passer brusquement à la période 
de charge, et de cette dernière à la période de décharge, sans arrêt ou avec arrêt 
pour la charge maxima. 
Un électro-aimant E, placé à l'extrémité d'une règle mobile autour de l'axe O, 
Fac. dtT..3' S.,X. 4^1 
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pourra toujours être en contact avec son armature soudée à l'extrémité de l'en- 
tonnoir F, quelle que soit la position de cet entonnoir. La règle de l'électro peut 
être fixée par un écrou en un point quelconque de sa course angulaire, ce qui 
permet de faire débiter l'entonnoir maintenu par l'électro dans i, 2 ou 3. L'en- 
tonnoir est tiré par un ressort en caoutchouc, qui le détache brusquement de 
l'électro, lorsque ce dernier est mis en court-circuit par un métronome, portant un 
cavalier qui plonge à chaque battement dans deux pots à mercure. L'entonnoir est 
arrêté dans sa course par le butoir b fixé par l'écrou e de façon convenable. 

11. Enregistrement, — Une longue latte de bois léger BB' portant un crayon 
tourne autour d'un axe Q et est attachée par des crochets Q'à une cordelette fixée 
à un étrier H solidaire du piston P. Le piston P, le levier BB' et son crayon sont 
équilibrés par G de façon que le piston ait tendance à se soulever légèrement. 

Le crayon amplifie 3 2 fois le mouvement du piston sur une feuille de papier 
quadrillé recouvrant un cylindre enregistreur tournant d'un mouvement uniforme. 
( C/*. H. BouAssE, Essais des matériaux, p. 2^.) 

12. Marche d' une expérience, — Le cylindre muni de son bouchon est fixé 
verticalement dans le manchon R en s^aidant d'un viseur. Le piston P détaché de 
son étrier H repose sur le fond du cylindre et le point de croisement de deux 
cheveux, fixés avec de la cire dans sa partie supérieure, est visé au cathétomètre. 

Le piston enlevé, un poids déterminé de masse sèche est introduit dans le 
cylindre, à l'aide d'un entonnoir reposant sur le bord intérieur du cylindre. 

Le piston est placé dans le cylindre; il repose sur la masse; le repère est visé au 
cathétomètre. La différence des deux lectures donne la hauteur H© de la masse 
avant tassement. Le piston est ensuite accroché à l'étrier H. 

Le commencement des périodes de charge et de décharge est indiqué par des 
traits tracés sur le cylindre enregistreur, par un crayon fixé à l'armature d'un 
électro réglable en position, et mis en court-circuit en même temps que l'électrode 
manœuvre de l'entonnoir. 

Le diamètre intérieur du cylindre G est mesuré en le plaçant sur des cales, de 
façon que son axe soit horizontal, et visant les bords supérieurs et inférieurs aux 
extrémités d'un même diamètre, avec le cathétomètre dont la colonne est bien ver- 
ticale. Quatre mesures ont donné comme valeur moyenne 2*^",o5 ; d'où section du 
cylindre =3^°',3o. 

Pour le remplissage du cylindre, trois entonnoirs ont été employés ; les diamètres 
de leurs orifices sont : 4™", 5; 9™", 5; 14"'", 5; ils sont respectivement désignés 
par les n ' 1, 2, 3. 

13. Courbe de tassement, — Elle est donnée {fig. 5, I), courbe I (OB); 
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sable (o"™'", 5-1 '"•"); Ho=(i*'"S73; remplissage du cylindre avec Tenlonnoir 2; 

jj ij 

poids de masse p = So^; D = igSo^ par minute. T = — ^^= — , H étant la hauteur 

de la masse sous la charge P. 

i" Variable : Débit de V entonnoir de remplissage, — Les Ho se classent dans 
l'ordre des débits croissants pendant les remplissages du cylindre; il en est de 

Fig. 5. 
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même des courbes de tassement. Les courbes OB', OB, OB"' {fig. 5,J I) sont 
obtenues avec du sable (o""*,5-i""); les remplissages préliminaires du cjlindre 
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ajaDt été effectués avec les entonnoirs 1 , â, 3, dont les aùméro's 'sont înscrîïÀ Vot^ 
la courbe correspondante. 

a" Variable : Grosseur des grains. — La figure î» (11) donne les courbes obte- 
nues avec les trois catégories de sable inscrites (rejnpiissage avec l'entonnoir 'A). 
Ces courbes montrent <{ue le sable peut supporter des cliarges énormes sans cjue le 
tassement cesse d'être sensible. Après remaniage de la m»sse cl séparation au tamis 
des grains écrasés on obtient encore les courbes précédentes. 

3" Variable ; H,, — La ligure 5 (111) donne les courbes obtenues avec le sable 
(o^^jS-i""") : 110 = 6"", 63 pour/> = 3oR; Hn=4™,4() pour/? = ao»; IlB=a'",-j.î 
pour p^ io<. Ces courbes, au lieu de se con/ondn; comme on aiiruil pu le sup- 
poser, montrent tout simplement combien les pressions se transmettent mal dans 
ce cylindre de petit diamètre. 

4° Variable : D. — On fait varier la vitesse de charge en imposant un 
débit D, > D; les courbes se classent vers la gauche dans l'ordre des débits crois> 
sants; les vitesses de tassement mesurées par -jg- croissent avec le débit à l'origine 

de la courbe, puis sont sensiblement les mêmes à partir d'une cliorgc de ao*^' par 
centimètre carré. 

5° Variable : HîouHlage des grains. — Le cylindre étant rempli de masse, on 
la mouille à la surface avec un vaporisateur; lorsque l'eau sort par le boucbuo 
perforé, toute la masse est mouillée; le mouillage proiluit le tassement OA (III), 
sable (o""", 5-1"""). On décrit la courbe de tassement â, leprirscntée en pointillé, 
tandis que la masse sét-lie donne la courbe 1 . On peut mouiller par eu dessous en 
plongeant le cylindre rempli de masse dans un récipient coultiuanlde l'eau; l'eau 
rentre par le bouchon perforé; lorsqu'elle apparaît à la surface, on relire le 
cylindre et l'on continue comme précédemment. Lcr. résullals sont les mêmes. 

ii, tnjluencp. des charges aniérieures sur la courbe de tassement, — La 
l«:'^lit>iqijr; employée consiste à décrire la courbe de tassement jusqu'au |>oint A (PtT,) 
'/'V- ^' '/< décharger totalement et brus({uemenl (ce qui s'opère aisément et sans 
%fittH*iii! A» moyen d'une corde passant sur une poulie de renvoi et relevant le sesu 
Ai: '-dafgc, OU mieux le levier qui en est solidaire) \Ann. Fac. de Toulouse, 
»' «''rie, t, IV, p. 35y], puis, aprvs avoir vidé le seau sans rien changer au sable, il 
rétiiblir l'écoulement, c'est-à-dire décrire une nouvelle courbe de lasseuieut. 

L'origiue de cette courbe H ne se trouve pas en a, (OT)) ; elle est rejelée en A'; 
il y a délassement (A'»)); le tassement permanent ^ OA'. 
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i^ Le retassement est égal au détassement pour une recharge qui est envi- 
ron —î • 

2 

2° Pour la recharge P|^ le tassement Oai est accru de ai p'. 

Autre expérience, — Décrire la courbe précédente jusqu'à la charge P| et 
répéter plusieurs fois de suite la même technique (décharger totalement et brus- 
quement, vider le seau, rétablir l'écoulement jusqu'à la charge P| ; décharger tota- 
lement et brusquement, etc.). 

III est la sixième courbe de tassement dont l'écoulement est continué au delà 
deP,. 

Le sable tassé sous la charge P| conserve donc, lorsque cette charge dispa- 
raît, un tassement considérable; ce tassement augmente avec le nombre de 
recharges (d'après la technique indiquée précédemment), jusqu'à une limite pour 
laquelle le retassement est égal au détassement. 

Influence de la vitesse de recharge. — J'ai supposé dans l'expérience précé- 
dente le débit D identique à la charge et à la recharge. 

Prenons maintenant deux débits différents D à la charge, D| à la recharge en 
donnant à D| deux valeurs, l'une supérieure, l'autre inférieure à D. 

L'expérience montre que les courbes de recharge se confondent sensiblement, 

lo. Cycle de tassement, — i° Pour décrire un cycle de tassement, je fais 
varier la charge de o à P|, puis de P| à o proportionnellement au temps. 

La courbe P =y(T) a un point anguleux correspondant à l'inversion du débit 
séparant les deux branches de charge et de décharge. 

La courbe de retour ne se superpose pas à la courbe d'aller ; les cycles suc- 
cessifs tendent à se fermer; la fermeture est obtenue [sable (o"°*,5-i""), 
Ho = 6*^™, 66, sous D = igSo^ par minute, jusqu'à P| = 9*^8,800] au dix-septième 
cycle. 

2" On peut imposer dans ce cycle un arrêt 8 à la charge maxima P| ; les cycles 
à arrêt Ô ont, aux points anguleux des cycles sans arrêt, de très petits paliers repré- 
sentant le tassement sous charge constante. 

16. Tassement T' sous charge constante, — Si l'on arrête le débit au point A 
de la courbe de tassement {fig» 5^ IV), la masse continue à se tasser sous la 

charge 0A|. La courbe OA [sable (o™", 5- 1 *""'), remplissage entonnoir 1, 
D= igSoB par minute], représentant les T en fonction de la charge, se continue 
par une branche AB représentant les T' en fonction du temps. Les temps sont 
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alors évalués en charges, c'est-à-dire 
imposée peodaat le même temps si 1' 
coDstant. La branche AB est devenue 
d'écoulement. 

La courbe OAB' est la courhe de tassement dans les ii 
sans arrêt du débit en A.. 

La distance très grande des branches A H et AB' montre q 
e&\ fonction principalement de la char^fi et non pas prii 
d'action de la charge. 



('é»enté« par la i-harge qui aurait été 
avilit maintoDU l'écoulement à débit 
ilenieiii horizontale apr^s lo minutes 



lénie^ conditions, mais 



D le lassemeni du sable 
:ipalemenL de la durée 



PÉNÉTRATION D'UN CYLINDRE DANS LA MASSE. 

17. Méthode opératoire. — La masse est contenue dans une caisse parallélépi- 
pédique de 4o"* de côté et aS'^"' de prolondeur. Un piston cylindrique s'enfonce 
suivant l'axe du récipient sous l'action d'une charge variant proportionnellement 
au temps et au moyen d'un dispositif semblable à celui décrit (n°* 9 et sutv.). La 
courbe de pénétration du piston est inscrite par le m^me procédé. 

Courbe de pénétration. — Elle est donnée//^. 6, 1, courbe 4 [sable (o*"",5-i*'"); 



A B 




I 



8=1,373; D = 5ooo« par minute], en opérant avec un piston de 5a"'"', a de 
diamètre dont le bout est un plan perpendiculaire à l'axe. Celle courbe présente 
trois parties : AB due au bout plan; BC rectiligne, due à la résistance éprouvée 
latéralenieni par le piston ; CD due à l'influence du fond de la caisse. 
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I** Variable : Grosseur des grains, — Constantes : mode de remplissage; 
D = 5oôo6 par minute. 

La courbe 1 se rapporte au sable (3""-4™°'); la courbe 4 au sable (o"", 5- 1 "*"*). 

2° Variable : Tassement préliminaire, — Constantes : sable (o^^jO-i"™); 
D = Sooofi par minute. 

La courbe i est obtenue avec 8 = i , 3^ ; la courbe 2 avec 8 = i , 45. 

3^ Variable : Vitesse de débit, — Consumes : sable (o"™,5-i""); 8 = 1,37. 
La courbe 4 esl obtenue avec D = Sooo* par minute, la courbe 3 avec D = 19608 
par minute. 

\ et 2 ne présentent pas la partie CD, la pénétration n'étant pas suffisante. 

Influence du diamètre du cylindre et de la forme de son extrémité. — 
Constantes : sable (i^^jS-a"™); 5 = 1,37; D = Sooo* par minute. 

1° Variable : Diamètre du cylindre. — Le diamètre est inscrit (yî^. 6,11) le long 
de la courbe correspondante. 

'2° Variable : Forme de V extrémité du cylindre. — La courbe pointillée 1 8™", 8 
se rapporte au cylindre dont l'extrémité est taillée en pointe effilée. 

• 

Cycles de pénétration. — On fait varier la charge de o à P| , puis de P| à o pro- 
portionnellement au temps. La pénétration maximum obtenue pour P| = 27^^, 5oo 
diminue de ^^ [sable (o™", S-i""*); 5 = 1,37; diamètre du cylindre = 5a"*", a]. 

Pénétration sous charge constante. — En opérant avec arrêt pour la charge 
maximum ( P| = 27^^) 5oo), on obtient une pénétration supplémentaire de 7^ dans 
les conditions de l'expérience précédente. 

Cas de la masse indéfinie en profondeur. — On opère avec une caisse 
de 90^"* de profondeur. La partie BC {fig* 6, II) de la courbe des cylindres 
52"*'°,2, 37°*™, 8 expérimentés se prolonge comme l'indique le pointillé; la 
branche CD n'apparaît pas. 

18. Mouvement des grains au voisinage du cylindre. — Pour voirie mouve- 
ment des grains au voisinage du cylindre, on prend une caisse parallélépipédique 
dont l'une des faces est fermée par une glace quadrillée. On fait pénétrer dans la 
masse le long de la glace un piston à section carrée. En prenant des photographies 
(ao secondes de pose), la région mise en mouvement par la pénétration du cylindre 
apparaît floue. 
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La figure 7 donne celle n'fgioii pour citi sHl)le ( i°"", rj-a"""); hauteur de la 
masse aa™, el un pislon AB à section carri-e de a'" de côté. I.a région I corres- 
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pond à la posiiiun .\B do piston: la r('jnijn 2 à la position A'B'; les rigions I pi 2 
sont limitées pur lu courLc cùrrcsponiiuiili:; les Ii^-hl'S liguiant une liouppc îx 
l'eitrémité du piston montrent la trajectoire des grains, ce qui prouve, comme 
c'était d'ailleurs évident a priori, que le cylindre ne découpe pas dans la masse 
un prisme qu'il tasse. 

La surface en entonnoir du sable, au voisinage du cylindre, est mn pour la posi- 
tion AB, m' n' pour la position A'B*. 
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CHAPITRE IL 

ÉCOULEMENT PAR UN ORIFICE PRATIQUÉ 
DANS UNE PAROI HORIZONTALE SUPPORTANT UN MILIEU INDÉFINI 

DANS LES AUTRES SENS. 



I. — ON ALIMENTE POUR MAINTENIR CONSTANT LE NIVEAU DE LA MASSE. 

19. Objet de ce Chapitre, — La masse est contenue dans une caisse parallélé- 
pipédique, dont les dimensions sont suffisamment grandes pour que le milieu soit 
pratiquement indéfini. 

Les deux petites faces verticales sont en bois, et les deux grandes en verre, ce 
qui permet de voir le mouvement des grains. 

Pendant l'écoulement par un orifice rectangulaire (pratiqué dans la paroi hori- 
zontale, normalement aux glaces, et d'une glace à l'autre) se dessine dans la masse 
un puits mobile, dont le plan de symétrie passe par Taxe de l'orifice. 

Je me propose : 

i" De déterminer la forme du puits mobile et la trajectoire d'un grain; 
2® De mesurer le débit; 
3° Les vitesses des grains ; 
4" Le frottement des tranches. 

Je ferai varier la hauteur de la masse et l'écartement des parois latérales de la 
caisse, la largeur de l'orifice et la forme du fond de la caisse au voisinage de 
l'orifice. J'opérerai avec des grains dont la forme, la grosseur et le tassement 
préliminaire sont différents. 

20. Description de V appareil. — La caisse D {fig- 8) mesure 6o*^" de large, 
gS*^™ de haut et 19*^" d'épaisseur. 

Sur la glace antérieure sont tracées des lignes verticales espacées de 1*"* et des 
lignes horizontales espacées de 5*". L'orifice rectangulaire du fond est en minces 
parois; sa largeur est modifiée par le déplacement de deux plaques métal- 
liques/? et />'. 

La caisse est remplie de grains jusqu'à un niveau déterminé. La constance du 
niveau pendant l'écoulement est obtenue par le dispositif suivant : une trémie 
d'alimentation T a un ajutage O de section rectangulaire de 19*^"* de long; l'une 
des deux grandes parois de cet ajutage tourne autour d'une charnière m pour 
faire varier le débit. 

L'ajutage O débite sur une charnière 1 qui divise la masse en deux parties 
égales; chacune de ces parties tombe sur une charnière 2 ou 3, identique à 1. Les 

Fac. de T, a* S., X. 4^ 
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{^ains tombent ensuite sur trois grilles superposées; les deux grilles inférieures 
soDt animées de secousses rapides par un petit moteur à eau. Par un réglage con- 
venable de la position de l'aie des charnières el de récartemeot de leurs ailes 
(réglage qui doit élre répété lorsqu'on fait varier la hauteur de masse dans la caisse, 




la grandeur de l'orifice d'écoulement, ou la nature des grains), les grains sont 
répandus en pluie sur toute la largeur du puits mobile et en plus grande quantité 
dans la région axiale. 
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21. Mesure de la vitesse d*un grain, — Pour mesurer la vitesse d'un grain, 
on suit ce grain avec la pointe P d'un pantographe, dont le crayon G inscrit une 
ligne sur la feuille du cylindre enregistreur M. 

Pour faire inscrire le crayon G dans le plan diamétral du cylindre normal au plan 
des glaces, on déplace l'axe B du pantographe vers B' ou B" suivant la position du 
grain observé, et l'on fixe le levier AB, mobile autour de A, dans la position con- 
venable. 

Le même dispositif permet d'inscrire la trajectoire d'un grain en remplaçant le 
cylindre par une planchette recouverte d'une feuille. 

22. Mesure du débit, — Les grains tombent dans une boîte munie de deux 
couvercles ab et crf, tournant autour des charnières a et c et pouvant la fermer 
alternativement. 

Le couvercle ab est maintenu par l'électro E|, le couvercle cd par l'électro Ej. 
Ils sont tirés par des ressorts en caoutchouc r^ et r^- 

Au début de Texpérience, les couvercles sont dans la position indiquée par la 
figure 8. Lorsque l'électro Ej est mis en court-circuit, le ressort r^ fait basculer le 
couvercle ab qui est arrêté par le butoir K : les grains tombent dans la boite. 
Lorsque l'électro E2 est mis en court-circuit, le ressort r^ fait basculer le cou- 
vercle cd qui ferme la boite. 

Le poids des grains contenus dans la boîte donne le débit pendant le temps qui 
sépare les deux mises en court-circuit. 

Le court-circuit est obtenu avec un métronome portant un cavalier qu'il trempe 
à chaque oscillation dans deux pots à mercure. Un pont auxiliaire empêche que le 
court-circuit ne se produise à chaque oscillation; il n'a lieu que lorsqu'on ferme le 
circuit du métronome. 

Le débit est proportionnel au temps. Je l'ai mesuré pendant 4 ^ 20 secondes 
environ. 

Pour recueillir les grains contenus dans la boite sans déplacer cette dernière ni 
interrompre l'écoulement, une porte à rallonge t est mise dans la position t!. 

PHÉNOMÈNES PERMANENTS. 

23. Forme limite du puits mobile, — Pour déterminer la forme du puits mo- 
bile, on photographie la masse en posant 3o ou 4o secondes; les grains en mouve- 
ment sont flous, les grains presque immobiles sont nets : le puits est dessiné. 

Des photographies; prises à différents instants de l'écoulement, montrent que le 
puits atteint une forme limite. 

Supposons l'état permanent atteint; on distingue trois régions dans le puits 
{fig- 8) : i" une région en entonnoir a^; 2^ une région cylindrique ou légèrement 
conique Pyî 3° une région convergente vers l'orifice d'écoulement yS. 
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24. Variations de la forme limite. — Étudions la courbe limite du puits 
mobile, en prenant comme variables : i^ la hauteur totale de la masse, a^ la gran- 
deur de l'orifice, 3^ la grosseur et la forme des grains, 4^ le tassement préliminaire. 

Les résultats obtenus sont représentés par la figure 9; on porte en ordonnées 
les hauteurs H de masse et en abscisses les distances D de la courbe limite à 
Taxe du puits; les nombres expriment des centimètres. 

Le graphique (I) est obtenu avec du sable (i"",5-a"*"); les hauteurs de la 
masse servent de cotes aux courbes; la largeur de Torifice d'écoulement est i*"*,3, 
et le mode de remplissage de la caisse le même. En portant en ordonnées les 
diamètres du puits au milieu de ^y et en abscisses les hauteurs totales de la 
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Fig. 10. 
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masse, on obtient des courbes de très grand rajon, tournant leur concavité vers 
T'axe des abscisses. Les résultats sont représentés {fig> 10); les natures et 
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grosseurs des grains y sont indiquées; le long de chaque courbe est i 
centimètres, la largeur d'orifice correspondante. 

Le graphique (II) est obtenu avec des vesces; H = lia'"; la largeur de l'orifice 
d'écoulement L est inscrite, en centimètres, le long de la courbe corre^pondanle; 
les autres facteurs restent constants. 

Le graphique (III) est obtenu avec des masses dilic^renles, les autres facteurs 
(hauteur totale de la masse; largeur de l'oriRce, i*"",.^; mode de remplissage de 
la caisse) restant constants. 

Le graphique (IV) est obtenu avec du sable (i^^jà-a""); constantes : 
H ^ 6o'", L= i"",oi; variable : mode de remplis!4n|>e de la caisse. La courbe 1 
est obtenue en remplissant la caisse avec une pelle; 1;i courbe 2 en remplissant 
par la trémie et communiquant des cbocs à la caisse, ce qui augmente beaucoup 
le tassement préliminaire. 



25. Invariabilité du débit en fonction de la hauteur de la masse et des 
dimensions de la caisse. — On mesure le débit en Taisant varier la hauteur de U 
masse, la laideur de l'orifice d'écoulement restant constante. 

Voici quelques résultats : 
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n centime ires. 
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a397 



Les débits sont les mêmes à —^ près. 



(l-°. 


i_,_, 




1765 




'733 



Les débits sont les mêmes à ^ près. 

1,3 i GiJ8 

■ 3i 6o46 

■ 8o 6ojo 

Les débits sont les mêmes à ^. 

Le débit est donc indépendant de la hauteur de la i. 

On fait varier la largeur de la caisse en rapprochant 









■aies après 
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les avoir rendues rugueuses en y collant des grains. En opérant jusqu'à la largeur 
minimum de 3*"*, on trouve les mêmes débits que précédemment. 
Le débit est donc indépendant des dimensions de la caisse, 

• 

26. Débit en /onction de ta largeur de l'orifice. — Faisons varier la largeur 
de Torifice. Les courbes de la figure lo représentent les résultats. 

Ces courbes n'ont pas leur origine au zéro, parce que le débit ne commence 
qu'avec une certaine largeur d'orifice ; elles sont concaves vers l'axe des abscisses 
jusqu'à une largeur d'orifice telle que les bords n'affectent plus sensiblement le 
débit; elles deviennent ensuite à peu près rectilignes. 

27. Débit par orifice de section constante en faisant varier la forme du fond, 

Fig. II. 





Forme de la veine. — Faisons varier la forme du fond en remplaçant {fig. ii) la 
plaque (1 ) dont le bord est taillé en biseau par les plaques (II) d'ouverture a = 43^ ; 
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(III) d'ouverture a = 85" ; (IV) d'ouverture a = 90**. La largeur L de l'orifice étant 
constante (o*^'",79), on obtient avec une approximation de j^, sable (©"""jS-i""), 
les débits suivants en grammes : 

(I) 38oo 

(II) 4280 

( III ) 8060 

(IV) 3865 

La forme m 8 du puits mobile au voisinage de l'orifice est représentée sur le gra- 
phique; les hauteurs H de masse sont portées en ordonnées; les distances D à 
Taxe, en abscisses; les chifires représentent des centimètres. 

Remplaçant l'orifice à section rectangulaire par un orifice circulaire, et colorant 
la masse avec de l'encre noire, on photographie la veine sur fond blanc quadrillé, 
en faisant varier la forme du fond au voisinage de l'orifice. La forme du fond et de 
la veine est représentée par la figure 11 (1 , 2, 3, 4, 5, 6) pour du sable 
(o^^jS-i"") et un diamètre d'orifice de i*'",8. 

L'expérience montre que la veine est, à partir de l'orifice de section 5|, nette- 
ment conique, et qu'elle ne devient sensiblement cylindrique, section 52, qu'à une 
distance égale à environ 8 fois son diamètre. La veine i est nettement plus grosse, 
ce qui explique le fort débit (III). 

La section contractée 52, qui termine Tétranglement initial, est plus petite que 5i; 
nous appellerons contraction, par analogie avec ce qui se passe pour les liquides 
{c/, H. BouAssE, Mécanique physique, p. 78), le rapport (5| — ^3)1^1; dans le 
cas de l'orifice 1, la contraction est voisine de o,5; on a donc 

— =0,66 environ. 

28. Trajectoires des grains. — La forme limite des puits mobiles étant 
atteinte, on détermine la trajectoire des grains. 

Ces trajectoires {fig. 12, I) ont trois parties : 1° AB convergente; a** BC verti- 
cale; 3'* CD convergente jusqu'à l'orifice. La partie verticale des trajectoires 
diminue de longueur à mesure qu'on s'éloigne de l'axe et devient légèrement 
convergente dans le voisinage de la courbe limite du puits mobile OD. 

La trajectoire axiale est verticale sur toute sa hauteur. Les hauteurs H de masse 
et les distances D à l'axe sont comptées en centimètres. 

29. Vitesses des grains suivant l'axe. — Elles sont représentées {fig, la, II) 
[sable (3""-4™'"); L = i*^"\3o] pour trois hauteurs de masse. Les H sont en 
centimètres, et servent de cotes aux courbes; les vitesses V sont en unités arbi- 
traires. Ces courbes montrent que la vitesse est décroissante à partir de la sur^ 
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face sur une liuuteur \B, constante sur une liauteur BC, et croissante etisuile 
jus(|u'ù l'orifice. 

I.u ^iirlie de loiirbe AB varie dans les expériences; elle indique parfois une 
vites.se très peu supérieure ù la ^itesse constante de ta partie BC. 
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La partie BC semble correspondre à la région fSy du puits. 
Dans leur partie inférieure les trois courbes sont communes, i 
les résultats déjà obtenus. 



: qui confirme 



30. Vitesse des grains dans ta région ^. — Dans la région py» '* ^**' •*" 
mouvement des grains est une droite ; la vitesse est constante. 

En portant en ordonnées les vitesses V des grains dans cette région, et en ab- 
scisses leur distance D à l'aie, on obtient des courbes en clocbe; les vitesses 
varient d'une façon continue. 

Les graphiques de la figure i3 montrent quelques résultats. Les V sont en unités 

arbitraires, les D en centimètres. Le graphique (I) est obtenu avec du sable 

(i'"",5-a'"') et une largeur d'orifice de i°",3 pour des hauteurs H(^3i*", 

Fac. de T., a* S., X. .'\6 
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H2^59*^"\ H3=88*''"; le graphique (II) avec les mêmrs grains et une largeur 
d'orifice de o*^'",68, pour des hauteurs H, = 3o^™, Ha = 60*^", H3=8o^". Ces 
courbes indiquent que dans la région axiale les vitesses sont sensiblement les 
mêmes sur une largeur qui croît avec celle du puits mobilc; c'est-à-dirê avec la 
hauteur de la masse. Cette constance des vitesses dans la région «axiale est surtout 
frappante avec des grains fins (IIl), sable (o'"", 5- 1 "'"'), ou des grains ronds (IV), 
vesces; les hauteurs de masse correspondant à chaque courbe sont indiquées 
sur le graphique. 

On passe à peu près de l'une de ces courbes à l'autre par une dilatation dans le 
sens des x^ c'est-à-dire des D, et une contraction dans le sens des >', c'est-à-dire 
des V. 

On peut admettre que, l'équation de la courbe H| étant 

r=/(^), 
celle de la courbe H2, par exemple, est 

On détermine le débit en mesurant, au planimètre d'Âmsler, l'aire limitée par 
ces courbes; il est constant avec une approximation qui varie de 5^ à i-j^, résultat 
qui confirme celui obtenu par la mesure directe (n° 23). 

31. Vitesse des grains en dehors du puits mobile dans la région Py. — On 
observe ces très faibles vitesses au cathétomètre en visant des graviers sur lesquels 
sont fixés deux cheveux en croix, et qu'on a noyés au préalable dans la région à 
observer le long de la glace. 

Ces mesures montrent que les courbes des vitesses du puits mobile se conti- 
nuent comme l'indique la figure i3 pour tendre asjmptotiquement vers l'axe 
des D. 

ÉTABLISSEMENT DES PHÉNOMÈNES. 

32. Établissement du puits limite en fonction du temps d'écoulement. 
Causes de variations, — Le puits n'atteint sa forme limite qu'après un certain 
temps d'écoulement. La figure i4 (I) reproduit les formes successives obtenues par 
la photographie (3o secondes de pose), après : 45 secondes; 3"' 56*; 7"46*; 9™ 36" 
d'écoulement; sable [(i""*,5-a""); L = i*^",3; remplissage de la caisse effectué 
par la trémie]. Les hauteurs H de masse, et les distances D à l'axe, qiii servent 
de cotes aux courbes, sont en centimètres. 

Pour la première forme, les deux régions extrêmes en entonnoir sont très courtes, 
la région intermédiaire est parfaitement cylindrique et très grande. Pour les formes 
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successives, les régions en entonnoir gniurlisscni, landisque lardgian cjlindrique 
diminue. 

La figure i4 (H) donne la courbe des diamètres du puiu mobile au milieu de ?T 
en fonction de la durée d'écoulement; sable (i°",5-2'"'1; H :=fi5"" : L ^^ i""',3. 




La courbe 1 se rapporte au cas du remplissage de la caisse avec une pelle sans 
tassement; la courbe !2 au cas du remplissage avec tassement préliminaire. Cette 
dernière courbe croit moins vite que la précédente, passe par son maximum après 
un temps plus long, et son asymptote csi très peu au-dessous de ce maximum. 

L'inilcxioD des deux courbes s'explique par le tassement dû à l'écoulement. 



33. Courbes des vitesses lorsque les parois latérales de la caisse sont rap- 
prochées, influence de la nature de ces parois. — Laissant H constant, on fait 
varier la largeur de la caisse après avoir rendu les parois rugueuses en y collant 
des grains. Les courbes de la figure 1 5 (l) sont obtenues avec du sable (3""-4"") ; 
H ^80°'"; L^i"°,3j les distances U à l'axe donnent les demi-écartements des 
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parois latérales correspondant aux courbes 1, 2, 3, 4 en centimètres; ABCD se 
rapporte au cas de la masse indéfinie; les vitesses V sont en unités arbitraires. 

Au planimètre d'/Vmsler, les débits sont encore les mêmes avec une approxi- 
mation de -gîjj, ce qui vérifie le résultat obtenu par la mesure directe. 

La nature de la paroi n'affecte pas le débit; la figure i5 (II) donne les deux 
courbes obtenues avec du sable (i"",5-a"") pour H= 85*^", L = a^°*,oi ; 1 cor- 

Fig. I 




respond au cas de la paroi rugueuse ; 2 à celui de la paroi lisse (zinc) ; les débits 
sont encore les mêmes à ^ près avec le planimètre ; 3 est obtenue avec L = i *^",o i . 

La nature de la paroi influe sur l'allure de la courbe des vitesses (^^. i5, II). 

Nous dirons que dans le cas d'une paroi rugueuse la vitesse est nulle au 
contact de cette paroi ; la variation de vitesse est grande dans l'intérieur de la 
masse. 

Dans le cas d'une paroi lisse au contraire, la vitesse au contact de la paroi est 
grande, et la variation de vitesse dans l'intérieur de la masse est petite. 

If 

Etudions le cas des tubes rugueux : 



Nous représenterons approximativement le taux de la variation de la vitesse» 



dK^ 



-7jr9 par tang^; if étant l'angle d'inclinaison d'une droite qui a la direction de la 
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courbe des vitesses et qu'on peut .ip|>ruxi m mi veinent lui »abslîluer & partir de 
la paroi. 

Pour de gros grains anguleux [sable (.'i""°-ii'"" ou i""°,5-a""°)parexe>nple_/i'^. i5j, 
tang ^ augmente rapidement : 

I* Quand le diamètre décroît sous di^hil couslanl (1); 
3° Quand le débit croît sous dîainèlre constant (II). 

En définitive, lang([< croît avec la vitesse moyenne v. 

Pour des grains petits, sable (o'""',5-i°""), ou ronds (vesces, colxa), les 
vitesses sont sensiblement les mêmes sur une grande largeur dans la région 
axiale (^^. i3); l'épaisseur annulaire de masse où ta vitesse varie est faible. 

34. Frottement des tranches. — Pour le mesurer, on immei^ normalement 
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à la glace pendant le remplissage de la caisse {fig. i6, I), sable (i"", à-a""""), 
une palelte rectangulaire D en zinc (i6"' x lo'"'), rendue rugueuse sur ses 
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deux faces, en j collant des grains et dont la tige est accrochée à Textré- 
niilé B d'un fléau de balance. Un petit liteau mn empêche le sable de tomber 
sur le fléau OB. La tare de la palette est faite avant le remplissage de la caisse. 

Pendant l'écoulement, la surface rugueuse de la palette oppose une résistance 
au mouvement de la tranche de sable au contact. Cette force verticale constitue le 
frottement. Les poids p ajoutés dans le plateau de la balance, pour maintenir le 
fléau horizontal, mesurent l'entraînement de la palette avec une approximation 
variant de ^^j à ^. 

PHÉNOMÈNES PERMANENTS. 

35. 1° Le frottement total est proportionnel à la surface, — On laisse con- 
stante la largeur iG*'"' de la palette rugueuse et l'on varie sa hauteur. En opérant 
avec trois hauteurs diflérentes, on a trois équations de la forme p •=> Pl -\- fs \ f est 
le frottement par centimètre carré; s est la surface de la palette en centimètres 
carrés; A est une constante. La troisième équation est une équation de vérifi- 
cation; elle est vérifiée à ^ près. 



2° Le frottement est fonction de tangi^^ c^ est-à-dire de la vitesse moyenne v. 
— a. On sait que tangij^ croît quand le diamètre décroît sous débit constant. On 
opère dans le cas de la masse indéfinie; L = i*^'",oi . On immerge la palette suivant 
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l'axe de l'écoulement, à différentes distances h du fond. Les résultats obtenus 
pour des hauteurs de masse, Hi, H2, Hs, sont représentées {fig* 17, I) par les 
courbes 1, 2, 3. 

On observe trois parties dans les courbes : AB qui représente l'établissement 
du phénomène constant; BC qui représente la constance du phénomène, p ^ con- 
stante (région py du puits) ; CD qui se rapporte à la région yS du puits, tube dont 
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le diamètre décroit d'une façon continue (tangtj/ croit; on voit que /^diminue 
rapidement). 

On immerge la palette à différentes distances D de l'axe d'écoulement, en lais- 
sant constants h et H. Les résultats obtenus pour h = 50*"" et H = Sa*"" sont repré- 
sentés {/ig. 17, III) par la courbe AB, qui se continue probablement comme l'in- 
dique la partie pointillée jusqu'en D (limite du puits mobile). La palette promenée 
sur une horizontale, dans le puits, le divise à chaque instant en deux tubes, l'un 
dont le diamètre croit, l'autre dont le diamètre décroît (tang^ diminue un peu 
dans le premier, et croit rapidement dans le second; ce dernier phénomène l'em- 
porte sur l'autre; p diminue). 

Si l'on opère dans un tube rugueux, on obtient des résultats analogues aux pré- 
cédents. Ils sont représentés (Jig- 17, II) pour le cas de la palette immergée sui- 
vant l'axe à différentes profondeurs; H =185*'". Les diamètres du tube rugueux 
sont : pour la courbe 1, aa*"; pour la courbe 2, 10*^". Ces courbes indiquent 
(comme celles I), dans la région ^y du puits, une valeur constante de;^ à partir 
d'une certaine profondeur. 

On obtient avec une palette lisse des résultats analogues aux précédents; p est 
moins élevé. 

b. On sait que tang^ croît quand le débit croît sous diamètre constant. 
On immerge la palette suivant Taxe du tube, et l'on varie le débit ; h et H restent 
constants. 

Voici quelques résultats : 

Largeur 
de l'orilice p en 

en cenlimètres. grammes. 

Diamètre du lube : xi"". 

1,01 4700 

a, 4a 4450 

Diamètre du tube : lo^*". 

0,71 2010 

2,01 1910 

tang^ croît, p diminue. 
Donc le frottement est fonction de tangtj/, c'est-à-dire de la vitesse moyenne v. 

ÉTABLISSEMENT DES PHÉNOMÈNES. PHÉNOMÈNES ACCESSOIRES. 

36. i'^ Le frottement est nettement plus grand au début de l'écoulement. 
•2® Le frottement n'est pas constant ; on observe des variations de ~ en 
mojeune. 
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3*^ L'arrêt brusque de récoulement augmente ie frottement qui diminue à la 
remise en marche. 

37. Autre méthode de mesure du frottement, — L'appareil se compose 
{Jig, 16, II) d'une caisse parallélépipédiquejen bois de ao*^"* de large, 14*^™ de haut 
et 20*^"* d'écartement entre les parois latérales AlB et CH Une palette 0(16*^"* x i o*"") 
est équilibrée par un plateau; la poulie O est très mobile. 

Pendant le remplissage on immerge la palette parallèlement aux faces laté- 
rales AB et CE et à égale distance de chacune d'elles; le bord supérieur de la 
palette est dans le plan de la surface de la masse. 

On ajoute des poids dans le plateau jusqu'à ce qu'il y ait arrachement de la 
palette. Ces poids p mesurent le frottement avec une approximation de ^^ à ~j. 

1° Le frottement total est proportionnel à la surface. 

L'approximation obtenue est d^ -^ avec des palettes lisses, ^ avec des palettes 
rugueuses. 

2" Le frottement croit très rapidement açec la densité apparente. 

On varie la densité en tassant par chocs. 

La figure 1 8 représente les résultats obtenus. Les courbes 1 et 3 sont obtenues 



Fig. 18. 
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avec du sable (i"", 5-a"""); courbe 1 avec une palette rugueuse, courbe 3 avec 

une palette lisse. La courbe 2 est obtenue avec une palette rugueuse et des vesces. 

La partie pleine des courbes indique le résultat de l'expérience ; la partie poin- 

Fac. de T,, 2« S., X. 4? 
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tillée le résultat probable avec des densités plus faibles. Cette inOaence coasidé- 
rable de S explique pourquoi la proportionnalité du frottement à la surface ne se 
vérifie pas avec une approximation supérieure à j^^ 8 n'ayant jamais exactenoient 
la même valeur dans les expériences successives. 

3® Le frottement dépend de la nature de la paroi. 

Dans le cas de la paroi rugueuse, on a le frottement sable sur sable; dans le cas 
de la paroi lisse, on n'a guère que le frottement sable sur paroi. 

Les courbes 1 et 3 montrent que le frottement varie presque du simple au 
double quand la paroi lisse (zinc) devient rugueuse (sable, i"",5-a""). 

II. - ON CESSE D'ALIMENTER. 

38. Talus, — Lorsqu'on cesse d'alimenter le puits mobile dans le cas de la 
masse indéfinie, l'écoulement après un certain temps s'arrête et la masse présente 
deux talus symétriques, inclinés d'un angle a sur l'horizon, a varie avec le tasse- 
ment préliminaire et la durée d'écoulement, pour un même débit. 

Voici quelques résultats : [sable (o'"",5-i""); Lrrro^'^jôS]. 

tanga. 

Sans tassement ni écoulement préliminaire o,66o 

Avec tassement, sans écoulement préliminaire 0,670 

Après 3o minutes d'écoulement préliminaire 0,740 



CHAPITRE \\\. 

1. ~ ÉCOULEMENT PAR UN ORIFICE PRATIQUÉ DANS UNE PAROI VER- 
TICALE OU INCLINÉE LIMITANT UN MILIEU INDÉFINI DANS LES 
AUTRES SENS. 



I. - ON ALIMENTE POUR MAINTENIR CONSTANT 
LE NIVEAU DE LA MASSE. 

39. Objet de ce sous-chapitre, — La masse est contenue dans une caisse 
parailélépipédique dont les dimensions sont suffisamment grandes pour que le 
milieu soit pratiquement indéfini. 

Les deux petites faces latérales sont en bois et les deux grandes en verre pour 
voir le mouvement des grains. 

Pendant l'écoulement par un orifice rectangulaire (pratiqué dans l'une des 
parois latérales, normalement aux glaces, et d'une glace à l'autre) se dessine dans 
la masse un puits mobile. 
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Je me propose : i" de déterminer la forme du puîu mobile et la trajectoire d'un 

grain ; 2° de mesurer les vitesses des grains ; 3° de mesurer le débit. 

Je ferai varier la hauteur de ta masse et IVcartement des parois latérales de la 

caisse, la largeur de l'orifice, la forme de la paroi au voisinage de l'orifice et 

l'iaclinaison de la paroi où est pratiqué l'orifice. 
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40. Description de l'appareil. — Dimensions de la caisse (Jig. 19) : 
largeur, 5o™ ; hauteur, 48™, épaisseur, ao"". 
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Sur la glace antérieure sont tracées des lignes verticales espacées de 1*^" el des 
lignes horizontales espacées de 5*^". L'orifice de la paroi latérale AB (IV) est en 
mince paroi; sa largeur est modifiée par le déplacement de deux plaques métal- 
liques. Les parties inférieure et supérieure de AB sont reliées par un étrier E. La 
paroi tourne autour des charnières B, ce qui permet de la mettre verticale ou 
inclinée. 

La caisse est remplie de grains jusqu^à un niveau déterminé. La eonstance du 
niveau pendant l'écoulement, l'inscription de la trajectoire d'un grain, la mesure 
de la vitesse et du débit sont obtenues par les dispositifs décrits (n°' 20 et 
suivants). 

PHÉi^OMÈNES PERMANENTS. 

41. Forme limite du puits mobile, — La forme du puits mobile est donnée 
par la photographie (i5 secondes de pose). Des photographies, prises à différents 
instants de l'écoulement, montrent que le puits atteint une forme limite. 

Supposons l'état permanent atteint; on distingue trois régions dans le puits 
{fis- *9) • *° ^^^ région en entonnoir ap; 2" une région cylindrique ou légè- 
rement conique ^y ; 3° une région convergente vers l'orifice d'écoulement yS. 

Les graphiques de la figure 19 donnent la forme du puits mobile, pour diffé- 
rentes formes de la paroi au voisinage de l'orifice, dans le cas de la paroi AB ver- 
ticale (I), (II), (III); ou inclinée : vers l'extérieur (IV), ou l'intérieur (V) de la 
caisse ; les courbes aS limitent le puits mobile. 

On opère avec du sable (i"'",5-2'"'"); i5 secondes de pose; une largeur 
d'orifice L de o^'^jS, sauf pour (III) où L = 3*''",4 (l'écoulement ne commençant 
que pour L = 3*^"). 

42. Invariabilité du débit en fonction de la hauteur de la masse et des 
dimensions de la caisse, — Voici quelques résultats [sable (i"",5-2™"); paroi 
verticale; orifice en mince paroi, L = i*^'",oi] : 



Hauteur de la masse 








en centimètres 




Débit 


Approximation 
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grammes. 
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892 


1 

60 


27 




896 


1 
60 


ont les mêmes à — 

200 


près. 


1 





Le débit est donc indépendant de la hauteur de la masse. 
On fait varier la largeur de la caisse, en rapprochant la paroi latérale de droite, 
après l'avoir rendue rugueuse en y collant des grains. En opérant jusqu'à l'écarté- 
ment minimum de 5^*", on trouve les mêmes débits que précédemment. 
Le débit est donc indépendant des dimensions de la caisse. 
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43. Trajectoires et vitesses des grains. — La forme limite du puiti mobile 
éUat alteinte, on détermine la trajectoire des graÎQS. 

Ces trajectoires {fig. 19, I) sont analogues à celles obtenues (n° 28). 

Dans la région ^ la loi du mouvement est une droite ; la vitesse est donc con- 
stante. 

En portant en ordonnées les vitesses V en unités arbitraires, et en abscisses les 
distances D en centimètres à la paroi A.B, on obtient la courbe des vitesses. Celte 
courbe n'a pas d'axe de symétrie; du côté de la masse indélïaîe, elle a la forme en 
cloche connue (n"* 30 et 31) et tend asymptotiquement vers l'axe des D; du 
côté de la paroi elle se raccorde comme les courbes obtenues par écoulement dans 
les tubes (n" 33); les vitesses varient donc encore d'une façon continue. 



ÉTABLISSEMEKT DES PHÉNOMÈNES. 

44. Établissement du puits limite en fonction du temps d'écoulement. — 
Le puits n'atteint sa forme limite qu'après un certain temps d'écoulement ; on 
observe, par la même méthode, les mêmes phénomènes que ceux décrits aux 
a™ 3â el suivants. 

Un seul fait intéressant : c'est que, dans le cas de l'expérience (I) {fig 19), au 
début de l'écoulement, la trajectoire du grain dont la vitesse est maximum est une 
droite iaclinée ; il reste le long de ta paroi AB, dans l'angle A, un coin mn de 
sable immobile ; ce coin diminue avec la durée d'écoulement et est totalement 
emporté après environ 10 minutes. 



II. — OBTENTION D'UN TALUS, 

4K. Talus. — Lorsqu'on cesse d'alimenter la masse, dont le 
Fig. 30. 




(fig. ao), on a les talus successifs représentés pour du sable de mer(o'"',3-o'"",4) 
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façon que son bord soit dans le plan du laius lorsqu'on arrête l'écoulement. Le 
débit varie avec la bauteur de levée de la porte P. 

Des photographies prises i différents instants de l'écoulement montrent que la 
zone atteint une forme limite. 

Supposons l'étâi permanent atteint; on distingue trois parties dans la zone 
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d'écoulement : une région c 
d'épaisseur constante X ; une 



s'élargît depuis l'origine ; une région p'v 
yS* convergente vers l'orifice de sortie. 



iS. Trajectoires. — Elles sont représentées par la figure a3; elles sont paral- 
lèles dans la région ^'•^. 

Vitesses. — Pour les mesurer, l'arbre du cjbndre enregistreur est monté sor un 
cadre articulé qui permet de mettre, avant l'expérience, l'axe de ce cylindre paral- 
lèle à la surface d'écoulement. 
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A la surface du lalus, la courbe obtenue montre (|ue la vitesse décroit à partir 
de D, est constante en EB et croît ensuite jusqu'à rorifice C 

Dans la région EBP"y, d'épaisseur constante X, les vitesses des grains sont 




mesurées à différentes distances du talus ; la toi du mouvement est une droite ; 
donc ta vitesse y est uni/orme. 

La courbe {fig- 34) donne ces vitesses en unités arbitraires. On porte en ab- 
scisses les distances x en centimètres comptées normalement à partir du talus. 

Au delà de la zone coulante, les grains ont encore de petits déplacements qui 
sont mesurés avec le cathétomètre en les rapportant à deux aies de coordonnées ; 
ces vitesses sont portées à partir de B. 

Les vitesses varient donc encore d'une façon continue. 



49. Épaisseurs X de masse coulante. — On mesure par la photographie 
(pose 4*^ secondes) les épaisseurs X pour différents débits, le mode de formation 
du tas étant le même. Les courbes de la figure 25 (I) montrent : 

1° Que X est d'autant plus grand pour un même débit que les grains sont plus 
gros sans que la densité intervienne ; 

flic, de T., »• s., X. 48 
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Fig. 24. 
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2** Que X croît avec le débit et tend vers une valeur limite; 
3° Que raccroisseraent des X en fonction du débit est beaucoup plus rapide 
pour les masses à gros grains que pour celles à petits grains. 

On obtient des épaisseurs X plus faibles^ quand il j a tassement préliminaire 
du tas. 

50. Variation de V épaisseur X en fonction de la durée d^ écoulement, — 
Cette variation est mise en évidence, en prenant toutes les minutes des photogra- 
phies (4o secondes de pose), en opérant avec du sable (i'"'",5-2"*'") dont le tas est 
d'abord formé sans tassement à la pelle, puis est formé en tassant. Les courbes i 
(sans tassement) et 2 (avec tassement) {fig- ^5, II) montrent que X croît jusqu'à 
un maximum qui semble atteint après 2 minutes d'écoulement, qu'il diminue 
ensuite un peu pour devenir sensiblement constant après environ 4 minutes 
d'écoulement. L'inflexion des courbes s'explique par le tassement dû à l'écou- 
lement. 
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CHAPITRE IV. 

ÉCOULEMENT DANS LES TUBES. 



I. — RÉPARTITION DU POIDS DE LA MASSE EN REPOS SUR LE FOND 

ET SUR LES PAROIS DU TUBE. 

5i. Siégler (loc, cit.) rapporte sur ce point une expérience faite avec une 
caisse parallélépipédique et un dynamomètre à frottement. 

J'ai opéré avec des tubes, en variant leur diamètre, la nature de la paroi, le 
tassement préliminaire. 

Appareil employé, — Un tube T (Jig, 26) est fixé à un support S de façon que 
son bord inférieur affleure le plateau d'une balance Roberval lorsque les fléaux 
sont horizontaux. Des poids sont mis dans l'autre plateau et le tube est rempli de 
masse. On enlève des poids jusqu'à ce que le poids de la masse sur le plateau de 
gauche l'emporte. Les poids p qui restent dans le plateau de droite mesurent le 
poids de la masse sur le fond du tube. 

En portant les poids p en ordonnées, les hauteurs H de masse en abscisses, on 
obtient les courbes {^g- 26) : 
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1° p est constant à partir d'une hauteur Hg qui dîmÏDue avec le diamètre D du 
tube. Les trois courbes représentées en traits pleins sont obtenues en opérant 
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avec du sable (o'"*,5-i'"') sur des tubes lisses (zinc), dont les diamètres sont 
inscrits le long de la courbe correspondante. Nous désignerons celte valenr con- 
stante de p par p_.,. 

3° Pmi. Bt Hg sont plus faibles quand la paroi est rugueuse. 
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Résultats obtenus [sable (o^^^S-i""*); même mode de remplissage] : 

Hq en centimètres. D en ccnlimèlrcs. pm^x en grammes. 

3o 12 (tube lisse) 2180 

22 11,6 (tube rugueux) 1100 (courbe pointillée S) 

3^ />aux 6^ Ho sont plus faibles quand il y a tassement préliminaire. 
Voici quelques résultats ; 

Tube lisse; D = 12*'". 

H, en cenlimètres. />max en grammes. 

Sable (o"", 5- 1 •"").. . 3o (sans tassement préliminaire) 2180 

» ... 23 (avec tassement préliminaire) i25o (courbe pointillée 1) 

Tube rugueux ; D = 1 1*'",6. 

» ... 22 (sans tassement préliminaire) iroo (courbe pointillée 2) 

» ... 10 (avec tassement préliminaire) 58o (courbe pointillée 3) 



II. — ÉCOULEMENT DANS UN TUBE VERTICAL. 



52. L'écoulement dans un tube vertical produit un vide partiel. — Un 
tube métallique T (Jig- 27) est fixé verticalement sur le fond d'une caisse conte- 
nant la masse. Un tube en verre t est branché sur le tube T et plonge par son 
autre extrémité dans un récipient R, contenant de l'eau colorée. L'écoulement 
dans le tube T s'opère, comme nous le savons (n" 27), selon la veine figurée en 
noir. 11 produit un vide partiel permanent mesuré par la hauteur h d'ascension 
du liquide dans le tube t. 

J'ai mesuré h en prenant comme variables : 

« 

1** Grosseur des grains. — Vdici quelques résultats : 

h 
en millimètres. 

Sable ( o""-", 3-o"", 4) 44 

» (o""°, S-i"") 20 

(3"'"-4"™; 6 

Lorsqu'on obture brusquement pendant l'écoulement le bas du tube T, le tube 
se remplit de sable, refoulant l'air dans le tube /; la compression est mesurée par 
la descente ( — A) du niveau du liquide dans le tube / ; peu à peu h devient nul à 
la constante capillaire près. En débouchant brusquement le tube T, l'écoulement 
a lieu de nouveau en produisant un vide maximum (A„„) beaucoup plus élevé 
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que le vide permanent. Voici quelques résultats : 



Sable (o""»,3-o'»'",4) 

n (O^^S-I"").. 
» (3'""*-4""") 



h 




^max 


en millimètres. 


en 


millimètres 


80 




38o 


35 




i3o 







16 



2" Forme du fond de la caisse à sa jonction as^ec le tuhe cylindrique. — 
On obtient : 

h permanent 
en millimètres. 

Fond horizontal 1*2 

Fond tronconique ( x = 83° ) 20 

3" Position de B. — La courbe {fig> 27) donne les valeurs de h en fonction 
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de la distance H de B au fond horizontal de la caisse, pour un tube T, de 76^ 
de long, et un fond tronconique («= 83®). 



53. Frottement le long des parois du tube, l'écoulement s* opérant à plein 
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tube. Méthode opératoire. — Si l'on diaphragme le fond du lube, l'écoulement 
a lieu à plein tube. 

Pendant l'écoulement, la paroi du tube oppose une résistance au mouvement de 
la tranche de masse an contact. Cette force verticale constitue le Jrottement. 
Fig. ï8. 





Si nous supposons une portion du tube parfaitement mobile et équilibrée, ce 
tronçon de tube sera entraîné. La force juste suffisante pour empêcher l'entral- 
nemeot mesure le frottement. 
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L'appareil ^fig- 28) est composé de trois bouts de tube à eraboitement télesco- 
pique. Le sens de récoulement est celui des diamètres croissants, pour qu'aucun 
grain ne puisse s'engager dans les petits espaces annulaires e et 1. 

Les tubes A. et B sont fixes ; ce dernier porte un fond percé d'un orifice axial O. 
Le tube B est mobile et attaché aux bouts de la fourche qui termine l'extrémité 
du fléau d'une balance. 

Le tube mobile porte un index qui se déplace sur une échelle graduée en milli- 
mètres; a étant un repère fixe marqué sur le tube A, on a la longueur L du 
cylindre qui est soumise au frottement ; L = bi-\- ab — ad> 

La lecture directe avec l'index sans viseur est suffisante; on apprécie très faci- 
lement le millimètre, c'est-à-dire pour L= 25*^", j^ de la longueur. La balance 
est sensible à 20^ environ. 

On se sert de tubes mobiles lisses ou rendus ensuite rugueux en y collant des 
grains (1*"*", 5-2""*); les diamètres intérieurs des tubes rugueux sont : 3*^"; 6*^", 2 ; 
9''"\4- Oii mesure le frottement avec des grains dont la forme et la grosseur sont 
diff^érentes. 

L'appareil est complété par le dispositif suivant pour mesurer la densité appa- 
rente de la masse en mouvement. Le tube supérieur est alimenté par un enton- 
noir E, d'un débit supérieur à celui de l'orifice O; la masse en mouvement pré- 
sente donc deux sections rétrécies : celle de la veine à sa sortie de l'entonnoir 
au-dessus du cône qui domine le tube A, et celle de la veine à sa sortie de l'ori- 
fice O. En sectionnant brusquement la veine en ces deux régions, parla manœuvre 
des palettes p et p\ réglables en hauteur, fixées à une planche P tournant par 
charnières autour d'un support vertical, on emprisonne sensiblement dans le 
tube le même volume V de masse en mouvement. Soit P le poids recueilli ; la 

P 

densité apparente est ^» L'approximation des mesures est de 75^. 

PHÉNOMÈNES PERMANENTS. 

54. 1** Le frottement total est proportionnel à la surface. — On le vérifie 
en opérant sous même débit avec des tubes B de même diamètre et de longueurs 
difl'érentes. L'approximation est de -^ avec du sable (3""-4""); j^^y^^ du sable 

^^mm 5_,ium^ Ct dcS VCSCCS. 

2" La densité apparente est fonction de tang<{;, c^est-à-dire de la vitesse 
moyenne v, — On détermine, en variant le débit, la courbe des vitesses comme 
il est dit au n'' 33, en donnant aux parois latérales un écartement égal aux 
diamètres D des tubes mobiles B; on mesure tang ^, et l'on cherche sur les courbes 
donnant 3 en fonction du débit [( fig, 29, I), pour le tube D == 9*", 4] 1^ densité 
apparente correspondant au débit avec lequel on a mesuré tangtj;. 
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Tubes rugueux, — 8 décroît quand lang^J» croît. Voici quelques résultats pour 
deux tubes de diamètres différents, sable (i°",5-2"") : 



D=9«,4. 



DïTrô^a. 



Débit 
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en 






en 






grammes. 


tangi)/. 


8. 


grammes. 


tangi)/. 


l. 


Ii8 


0,36 


1,427 


126 


1,25 


1,412 


'79 


0,72 


1,4^4 


225 


2,14 


1 ,404 


320 


1,20 


ï,4i7 


53o 


4,70 


1,390 


On a donc 













d = (p,(tangi|;) = cp,(ç'). 

Le débit de 53o5 dans le Tableau précédent est obtenu avec un diamètre d'ori- 
fice L = ?.*^"'; pour L = 3*^", on aurait l'écoulement en chute libre. 

Tubes lisses. — 8 croît quand le débit croît. On sait que la vitesse au contact 
de la paroi est grande et tangt]/ petit; la masse tend à se déplacer en bloc. 



Fig. 29. 
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L'accroissement de 8 est dû aux vibrations, secousses que produit l'écoule- 
ment; la courbe en pointillé se rapporte au sable (3™"-4""). 

Fac. de T., a» S., X. 49 
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3° Le frottement décroît rapidement quand la densité apparente décroît. 
Tubes rugueux, — Le graphique (11) montre la variation de f en fonction du 
débit pour du sable (3°'"'-4'""), le diamrtre du tube (D = 9*"", 4) restant constant; 
avec du sable (o""",5-i"'"') / décroît environ de ^ pour des débits variant de ao^ 
à 5oo*^; yd^'îcroît environ de jy avec des vesces et j^ ^^^^ du colza, pour des débits 
variant de 20^ à 3ooP. 

Le graphique (111) montre, pour du sable (3'""-4"™), la variation de/en fonc- 
tion du diamètre du tube, le débit restant constant. Les trois points qui déter- 
minent la courbe sont obtenus avec les trois tubes expérimentés; leur diamètre 
est inscrit au point corresponflant. 

11 est probable que, pour = i,32 environ, on a 

les grains ne se touchent plus. 

Tubes lisses. — La courbe de frottement obtenue avec du sable (3""-4"'"')i ^^ 
variant le débit sous diamètre constant, est représentée en pointillé (III). 
On a donc dans les deux cas (tubes rugueux et tubes lisses) : 

/=?(o). 

4° Le frottement à égalité de densité apparente est moins grand quand la 
paroi est lisse. — Les graphiques (I) et (II) {/ig. 29) le montrent. 

ÉTABLISSEMEWT DES PHÉNOMÈNES. PHÉNOMÈNES ACCESSOIRES. 

55. 1° Le frottement est plus grand au début de l'écoulement. Cet accroisse- 
ment peut atteindre jj de la valeur permanente. 

2" Le frottement n'est pas constant; la grandeur des oscillations du tube mo- 
bile B varie de o'"",5 à 2'°" pour du sable (3"""-4™"»). 

3" Le frottement est indépendant de la hauteur du tube à partir d'une hau- 
teur H^. 

La courbe (IV) représente le phénomène pour le tube rugueux D = 9*",4, 
sable (3'"'"-4'"™) ; la constance de / sous débit constant est obtenue pour H© = So*^"" 
environ. Pour des tubes de plus petit diamètre, H© est plus petit. Ce phénomène 
est analogue à celui étudié aux n"* 34 et 35. 

4" A l'arrêt brusque de l'écoulement, le frottement croît, puis il décroît à la 
reprise de l'écoulement. A l'arrêt brusque de l'écoulement, on observe pour les 
grands débits que le cône descend dans le tube A; 8 augmente donc; à la reprise 
de l'écoulement 8 diminue. 
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III. - ÉCOULEMENT DANS UN TUBE INCLINÉ. 



86- Condition nécessaire et suffisante, pour que l'écoulement ait lieu 
quelle que soit la forme du tube. — Le dispositif emplojfé est (fig- 3o) un 





111 



tube méu1li(|ue à section rectangulaire, formé d'une partie verticale et d'une 
partie à inclinaison variable, dont les deux parois latérales EB et DC sont mobiles 
autour des axes B et C; la face antérieure du tube est une glace quadrillée qui 
permet de voir le mouvement des grains dans le tube. 

On alimente comme l'indique la flèche. Dans le cas de la figure, le sable rem- 
plit le tube vertical et s'incline dans la branche CD suivant un talus AB; il n'y a 
pas d'écoulement. 

Pour qu'il y ait écoulement, il faut l'une des deux conditions équiva- 
lentes : 

j' CD<;AC; si CD = A'C par exemple, récoulemenl a lieu suivant la courbe 
limite A'm/i, laissant un coin de sable A'mnC; 

3" CD incliné de façon que D soit à droite de AB prolongé. 



386 



J.-II. SOLRISSEAU. 



On se rend compte avec cette expérience des difficultés qu'ont rencontrées les 
ingénieurs des chemins de fer pour établir le tube injectant le sable sous les roues 
des locomotives. Dans beaucoup de machines, on est gêné par le frein sur les 
roues, ce qui oblige à donner vers le bas une faible inclinaison au tube ; Fécou- 
lement n'a plus lieu. Pour le provoquer, des ingénieurs envoient dans cette région 
un jet de vapeur. C'est la solution du problème la plus mauvaise qu'on puisse 
imaginer. Cette vapeur, n'étant pas sèche, mouille le sable qui ne coule plus ; 
l'écoulement n'aurait plus lieu, même si le tube était vertical. C'est un jet d'air 
sec qui doit provoquer l'écoulement. 

57. Tourniquet à sable. — L'appareil se compose d'un récipient cylindrique R 
{fig»^^)' Deux tubes inclinés ac et bd sont branchés sur le fond du récipient, aux 

Fig. 3i. 



m 




extrémités d'un diamètre a6, et placés dans deux plans perpendiculaires à ce 
diamètre. On suspend le récipient par une ficelle OM. Le récipient étant plein de 



- . M. \ t. 
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sable, on débouche les exlrémités c et d. L'écoulement a lieu comme l'indiquent 
les flèches et le récipient tourne autour de OM dans le sens de la flèche 1. 

En terminant les tubes ac et bd par deux petits bouts verticaux, la rotation a 
encore lieu, mais très lentement. 



CHAPITRE V. 

MESURE DU FROTTEMENT PAR L\ MÉTBODE DU CYLINDRE 
ET LA MÉTHODE DU DISQUE. 



MÉTHODE DU CYLINDRE, 



58. Méthode opératoire. — Un cylindre monté sur un arbre vertical mobile 
est immergé d'une hauteur h dans une masse animée d'un mouvement de rotation 
uniforme ; on mesure le couple d'entraînement du cjlindre. 

L'appareil {fig. Sa) se compose d'une poulie à gorge eo fonte P tournant dans 



Fis. 3ï. 



y//////////////////Am^^7?^ 




un plan horizontal, et dont l'arbre est fixé par des colliers à un support massif. 
Un récipient cylindrique de So^"" de diamètre et a8"" de hauteur est fixé sur la 
poulie; il contient ta masse M et est muni d'un bouchon b pour la vidange. 

Un cylindre en bois C de 20°"" de haut est fixé sur l'arbre A qui repose par 
une pointe au centre de ta poulie P; une vis V fixée à un support S', déplaçable 
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dans deux directions rectangulaires, maintient l'arbre A vertical. Un levier équi- 
libré L de 40^"* de long est fixé au cylindre C suivant un diamètre. 

Une balance Roberval B est placée latéralement sur un support; son aiguille 
porte une encoche dans laquelle appuie Textrémité du levier L formant couteau ; 
les poids />, qui équilibrent la balance, mesurent le couple d'entraînement du 
cylindre. 

Un racloir R, placé radialement dans l'intervalle annulaire du cylindre et du 
récipient, a son bord inférieur horizontal et racle la surface de la masse; R est 
réglable en hauteur; sa tige porte un repère se déplaçant devant une règle 
graduée. 

La poulie P reçoit son mouvement d'un électromoteur alimenté par une batterie 
d'accumulateurs. Ce moteur est muni d'un volant et réglé par un régulateur de 
Watt, qui met automatiquement dans le circuit de l'induit une résistance conve- 
nable, quand le mouvement s'accélère, ce qui donne au moteur une vitesse de 
rotation sensiblement constante ; un cône de poulies à gorge permet de faire 
tourner la poulie P à différentes vitesses. 

Trois cylindres en bois de 9*^"', ii*^"',5, i5*^" de diamètre, lisses ou rendus 
rugueux en y collant des grains, servent aux expériences. 

59. Résultats d'expérience, — On prend successivement comme variables : 

I** La surface de frottement. — On opère avec des cylindres rugueux de dia- 
mètres différents, même hauteur de masse, même vitesse. On trouve que le 
frottement total est proportionnel à la surface avec une approximation de ^. 

2° La hauteur de masse. — On donne successivement à h les valeurs S*", 
lo^*", iS^"*, 20*^*" en chargeant la caisse et en la déchargeant. Le couple est tou- 
jours plus grand pour une même valeur de h en déchargeant qu'en chargeant, 
parce que la masse s'est tassée pendant l'expérience. Par tassement préliminaire, 
on obtient aussi un couple élevé pour des valeurs croissantes de A. Aucune rela- 
tion simple entre C et A ne se vérifie. 

3° La vitesse angulaire de Vanneau de masse. — En la variant dans le rap- 
port de 1 à 3, son influence sur le frottement n'apparaît pas. 

4" La paroi du cylindre. — Le frottement est plus grand pour un cylindre 
rugueux que pour un cylindre lisse. On définit l'épaisseur de masse en mouve- 
ment, dans le cas du cylindre rugueux, en posant que, sur deux surfaces cylin- 
driques conaxiales de rayons R| et R2 (R| = rayon du cylindre rugueux) animées 
d'une vitesse angulaire relative co, la masse est immobile. On peut dire que R| 
est absolument immobile et que R9 est entraîné avec la vitesse ci>. Dans Finter- 
valle, on trouve toutes les vitesses variant de o à (o. 
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On observe, dans toutes ces expériences, qu'au déparl le frotlement est tou- 
jours plus grand que pendant le mouvement. 



MÉTHODE DU DISQUE. 

60. Le dispositif employé {fig^ 33) utilise une partie du précédent. Au lieu de 
noyer un cylindre dans la masse, on pose dessus, après avoir rendu le tas hori- 
zontal avec un racloir, un disque rugueux D, monté fou sur Tarbre vertical A, 

Fig. 33. 



fl 




avec un jeu de i'"",5 environ. Le couple d'entraînement /> du disque mesure le 
frottement. Lorsqu'on mesure le couple avec des ressorts, ils s'allongent et se 
raccourcissent sans cesse, ce qui démontre que le frottement n'est pas constant. 
De plus, aucune mesure n'est possible, le raccourcissement des ressorts corres- 
pondant à un brusque retour en arrière du disque qui change le groupement des 



grains. 



On mesure alors la plus grande partie du couple avec des poids dont l'inertie 
fait volant, et le reste avec des ressorts à boudin; les ressorts et les plateaux con- 
tenant les poids sont fixés avec des ficelles enroulées d'un demi-tour sur le 
rebord en zinc du disque. 

Une lunette permet, en visant la règle graduée circulaire R, de lire la déviation 
angulaire du plateau et d'en déduire la variation de tension des ressorts. 

Au départ, le frottement est plus grand que pendant le mouvement; les ressorts 
s'allongent et se raccourcissent ensuite. Pour supprimer le retour en arrière du 
plateau, on le maintient avec une ficelle de façon à empêcher les ressorts de 
s'allonger complètement au départ et, après un tour, on lâche la ficelle. 

La charge P sur la masse comprend le poids du disque et de ses accessoires, et 
celui de la surcharge. 
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en ordonnées les vitesses constantes des grains et en abscisses leur distance 
de la surface d'écoulement, comptée normalement à partir du talus, on obtient 
une courbe qui montre que les vitesses varient encore d'une façon continue. 
L'épaisseur de masse coulante est fonction : de la grosseur des grains, du débit, 
du tassement préliminaire (46 à 50). 

3® Dans les tubes, — Le poids de la masse en repos qui se porte sur le fond 
du tube est, à partir d'une hauteur Hq, indépendant de la hauteur H de masse 
dans le tube; Ho est fonction : du diamètre du tube; de la nature de la paroi; du 
tassement préliminaire (oi). 

L'écoulement dans un tube vertical produit un vide partiel fonction de la 
grosseur des grains; de la forme du fond de la caisse à sa jonction avec le tube; 
ce vide varie sur toute la longueur du tube en pn'sentant un maximum (oâ). 

L'écoulement dans un tube présentant des coudes ne s'opère pas si le talus du 
coin de sable bouche complètement le tube (36). 

On peut construire un tourniquet à sable (57). 



lU. - LOIS DU FROTTEMENT. 

1" Le frottement total est proportionnel à la surface (35, 37, 54, 59); 

2** I^ frottement est fonction du taux de variation de la vitesse -j^ représenté 

approximativement par tang6, c'est-à-dire de la vitesse moyenne v (35, 54); 

3*^ Le frottement varie très rapidement avec la densité apparente ; il croît quand 
la densité croit (37) ; il diminue quand la densité diminue (54); 

4" Le frottement à égalité de densité apparente est moins grand quand la paroi 
est lisse (35, 37, 54, 59); 

S'' Le frottement au départ est plus grand que pendant le mouvement (36, 
46, 55, 59, 60). 
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INTRODUCTION. 



I. Considérons un système différentiel donné, formé d'un nombre limité 
d^équations S, rationnelles par rapport à tous les éléments qu'elles renferment : 
variables x^^ ..., Xn^ fonctions inconnues ^i, ..., Zp de ces variables et dérivées 
des z par rapport aux x jusqu'à un ordre k. On sait/>ar des procédés réguliers^ 
sur lesquels il n'y a pas lieu d'insister ici, reconnaître au bout d'un nombre limité 
d'opérations, assignable à ravance^ si le système S admet des solutions 2|, .^.yZp 
qui sont des fonctions des variables indépendantes x^j ..., Xn et quelle est la 
généralité possible de ces solutions au sens de Cauchy. On peut toujours déduire 
de S un système S composé d'équations rationnelles, d'ordre au plus égal à K par 
rapport aux dérivées des Zj et tel que toutes les équations rationnelles d'ordre 
(K -l-H) vérifiées par toutes les solutions de S, c'est-à-dire conséquences néces- 
saires des équations 2, se ramènent à celles obtenues en dérivant simplement H fois 
les équations d'ordre K du système 2. 

Supposons ce système S, dont la solution générale au sens de Cauchy a une 
étendue précisée, formé effectivement. 

Le problème logique de ^intégration ou encore V intégration logique du 
système S, consiste : 

i*' A reconnaître quelles sont les diverses classes de solutions du système S, 
chaque classe étant caractérisée par les arbitraires qui doivent figurer dans les 
solutions considérées; 

2" A former pour chacune de ces classes un système rationnel S', vérifié par les 
soluti(ms de cette classe et où les arbitraires de ces solutions sont mises en évi- 
dence ; 

Fac, de T., a* S., X. 5l 
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3** A distinguer autant que possible entre les solutions d'une même classejCl 
diaprés Vensemble des relations rationnelles qui lient ^ôê^otuiions aux ra- 
riables indépendantes et à leurs dériuée^-rîftaîîves à ces variables. 

L^étude en bloc des solutions des diverses classes et des liaisons qu'elles ont 
entre elles donnera une classification naturelle de toutes les transcendantes z qui 
peuvent satisfaire à un système S. Des exemples précis en montreront l'impor- 
tance. 

Pour éclairer ces généralités, examinons le cas simple d'une équation 

où l'on suppose f(x, y) rationnel. Il y a seulement deux classes de solutions y 
dépendant de x^ celles qui sont déterminées et celles qui dépendent d'une 
constante arbitraire. 

Pour une solution déterminée^!, toute relation rationnelle entre ^jyi^y[^ • • • 
se ramène à une relation rationnelle 

si donc il en existe une, la solution y^ est algébrique. 

Pour un système de deux solutions déterminées ^i, ^2? loute relation ration- 
nelle en x^y^^ y^t y[j y2y •• • se ramène de même à 

on aura donc à étudier ces relations. Des problèmes analogues se présenteront 
pour trois solutions déterminées ou pour un plus grand nombre ; la question 
dépendra essentiellement du nombre des solutions explicitées, c'est à-dire repré- 
sentées par un signe explicite introduit dans le calcul. 

Une solution y = o (x, C) dépendant d'une constante C donne, si on la résout 
par rapport à la constante, une relation 

où la fonction des deux variables z doit satisfaire identiquement à l'équation 
linéaire aux dérivées partielles 

La connaissance d'une solution particulière z de cette équation donne toute 

autre solution sous la forme 

Z = F{z). 

On a donc simplement à chercher s'il existe des solutions z qui vérifient des 
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relations rationnelles 



"(^'•'■'-^'^' •••)-""** 



non conséquences de l'équation (2), à préciser la nature des fonctions û et à indi- 
quer les rapports des diverses solutions z. 

Deux notions fondanrentales sont à la base de toute recherche AHntégration 
logique^ celle AHrréductibilité et celle de primitiviié {*). 

Un système rationnel 2, aux variables J7|, ..., Xn^ où les inconnues ^i, ..., Zp 
sont fixées, ainsi que les arbitraires dont elles doivent dépendre, (c'est-à-dire où 
la classe des solutions est précisée), est dit irréductible si toute équation ration- 
nelle entre les 5, les x et les dérivées des z d'ordre quelconque, compatible avec 
les équations S, c'est-à-dire formant avec 2 un système £| admettant des solutions 
de la même classe C, est une conséquence nécessaire des équations de S. Elle est 
alors également vérifiée par toutes les solutions de S de la même classe : je dis 
que ces solutions sont, dans le domaine de rationalité formé par x%^ ..., a:,,, 
5|, . . ., Zp€t les dérivées z^ des transcendantes de même nature. 

Si le système 2 est réductible, on peut ajouter à ses équations des équations 
nouvelles^ c'est-à-dire qui n'en sont pas des conséquences nécessaires, et obtenir 
des systèmes S| vérifiés par certaines solutions de S| de la classe considérée. On 
peut donc distinguer entre les diverses solutions de 2 de la classe C suivant la 
nature des systèmes S|. L'intégration logique de S exige qu'on pousse cette dis- 
tinction aussi loin que possible, c'est-à-dire qu'on ne s'arrête que quand on aura 
obtenu des systèmes S| irréductibles. 

Un théorème de M. Tresse {^) permet d'affirmer à l'avance que de tels sys- 
tèmes S| existent toujours. Leur formation effective demeure restreinte à des 
cas très particuliers. Il y aura lieu évidemment d'étudier les relations qui lient 
entre elles les solutions des divers systèmes S| . 

Supposons qu'on ait un système 2 irréductible ; nous savons déjà que pour ea 
faire V intégration logique il faut étudier, outre le système S où une seule solu- 
tion (5|, .,.^Zp) est explicitée, le système (2,2') vérifié par deux solutions 
(5|, ..., Zp)^ {z\j ..., z'p) de la même classe C, le système (S, 2/, ST) vérifié par 
trois solutions (2), (2'), (2^) de la classe C et ainsi de suite. Dans quelques cas 
on saura limiter le nombre des systèmes à considérer : ce sont ceux où il existe 
des systèmes fondamentaux de solutions ('). 

(^) J'ai introduit de manière tout à fait générale ces deux notions dans un travail publié 
aux Annales de l'École Normale supérieure^ 1898; cf. p. agS et suivantes : Essai sur une 
théorie générale de l'intégration et sur la classification des transcendantes, 

(*) Sur les invariants différentiels des groupes continua de transformations (Acta 
mathematica, t. XVIII). 

(») Cf. Essai sur une théorie générale de l'intégration^ etc, (Annales de l'École Nor- 
maie supérieure, 1898, p. 309). 
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Une autre question fondamentale se pose pour tout système irréductible S : 

soient /{, . . ., /^ un système de fonctions des arguments J7, ^, ^> . . . qui figurent 

dans 2 ou de leurs dérivées jusqu'à un ordre déterminé (ces arguments étant 
regardés comme autant de variables indépendantes), définies par un système 

dijfférentiel irréductible T de relations rationnelles en j:, .5, —»..., ^> x"' 



ôx' • •' ' dx 



dt 



L'ensemble des relations (S, T) permet toujours, par des procédés réguliers, 
d'obtenir un système U ne renfermant plus que les variables â7|, ..., jt^ et les 

inconnues ^1, ..., /^ avec leurs dérivées -—» ... : ce système U est certainement 

ox 

irréductible. En dehors des équations U, on peut déduire des équations (S, T) un 
système difl*érentiel V définissant ^1, . . ., Zp comme fonctions des arguments x^ /, 

T- » •• • » de sorte que le système (U, V) soit entièrement équivalent au système 

ox 

(S, T). Le système V où l'on regarde les arguments or, /, ^» ... comme des 

variables indépendantes est également irréductible pour les solutions z de la 
classe C considérée. 

Passer de (S, T) au système (U, V), c'est résoudre le problème de la transfor- 
mation T pour le système irréductible S. 

Dans le cas général, la solution t^y ..., tg de U, dépend au moins des mêmes 
arbitraires que la solution générale de S; elle peut être plus étendue, c'est-à-dire 
comporter un plus grand nombre de constantes ou de fonctions arbitraires des 
mêmes arguments ou même des fonctions arbitraires nouvelles. 

Toutes les fois où quel que soit le système irréductible T, qui définit les t au 

moyen de x, 5? j-' • • • » le système U a au moins des solutions t de même géné- 
ralité que les solutions z du système S, nous dirons que ce dernier est primitif. 
Le système S n'est donc imprimitif que s'il existe des fonctions / de 

Xj Zj -r-^ • •• > qui forment la solution générale d'un système irréductible U plus 

simple que S (nous entendons par là que la solution générale de V comporte 
moins d'arbitraires que celle de S; on préciserait aisément dans chaque cas 
particulier). 

Dans ce cas la transformation {z^ t) définie par T décompose le problème de la 
recherche des z à partir des x en deux autres : recherche des / à partir des x^ 
recherche des z à partir des /, qui seront l'un et l'autre relatifs à des systèmes 
irréductibles plus simples que S. 

Ces généralités s'éclairent par quelques exemples: Une équation du second 
ordre 
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OÙ /est, pour fixer les idée3, rationnel en a:, y^ y^ regardée comme définissant 
une fonction j^ de x et de deux constantes arbitraires^ est toujours irréductible 
au sens que nous avons adopté. Si Ton pose 

o étant rationnel en x^y^ y^ /, on peut déduire, par différentiation, 

do d^o 

et éliminer y^ y entre ces trois relations, c'est-à-dire obtenir pour / une équa- 
tion 

Y{x,t,t\t')'=io, 

dont la solution /dépendra aussi de deux constantes arbitraires. 11 peut arriver 
que l'élimination de y et y' puisse se faire entre les deux premières relations ; 
nous dirons alors que l'équation est impriniitive et le système des deux relations 

^(j?, /, /') =0 

caractérise cette imprimitivité. 

11 est clair qu'une relation entre x, y^ y ^ /, /', . . ., d'ordre supérieur à zéro par 
rapport aux dérivées de /, ne peut jamais conduire pour t à une équation d'ordre 
inférieur à 2. Il n'y a donc pas d'autre cas d'imprimitivité. 

Des conclusions difl*érentes s'oflrent lorsqu'on regarde 

comme définissant une fonction y àe x dépendant seulement d'une constante 

arbitraire, La relation 

7=9(^,5), 

où z désigne cette constante, peut toujours être écrite 

et la fonction z est uniquement assujettie à vérifier les deux relations 

dz dz , 

d^z d^z , d^z ,, dz ,, ,. 

où^ est une inconnue auxiliaire. 

L'équation du second ordre en z ainsi obtenue, dont nous avons à étudier Us 
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solutions particulières^ peut n'être pas irriducUble à ce point de vue. On dira 
dans ce cas que l'équation (i) est réductible quand on la regarde comme définis- 
sant des solutions y dépendant d'une seule constante. 

U existe alors une relation rationnelle entière entre x^y^y 

satisfaisant à une identité 

où M est une fonction rationnelle convenable de x^y^y. 

Si l'équation (1) est irréductible pour les solutions ^ dépendant d'une constante, 
elle peut cependant être imprimitive dans le cas signalé plus haut. 

Enfin, ajoutons que le cas où l'on définit implicitement les solutions dépendant 
de deux constantes par un système 

où les constantes a, ^ sont mises en évidence, conduit à remplacer l'équation (1) 
par l'équation aux dérivées partielles 



b {x^ y^ y). Dans le domaine des cléments x, y y y'y Oj by 'r- 9 ••• le système 



dont on explicitera simultanément deux solutions particulières a (Xy y^ y)y 

âa 
ôx 

d(a,b) à(a,b) 

... d(ayb) _ (J{y,a:) _ <f(^,y) 

^ ^ c^(/,/)'~ y " f 

n'est pas nécessairement irréductible ; l'étude de ce système nous conduira à des 
conclusions importantes, en particulier à une classification précise des équations 
du second ordre basée sur la nature du système irréductible, le plus simple, qui 
comprend les équations (3). 

Ce système, le plus simple y est à la fois irréductible et primitif • 

11. Le travail actuel est consacré essentiellement à V intégration logique des 
équations linéaires aux dérivées partielles 

dont les coefficients A| , . . ., A,, sont rationnels en x, x^y ...y XnOU encore algé- 
briques y c'est-à-dire rationnels dans un domaine [6|, ..., 0^] défini par un 
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système irréductible de (k -h 1) équations au plus 

Les résultats obtenus s'étendraient d'ailleurs immédiatement à un domaine de 
rationalité [R] bien déjinij c'est-à-dire comprenant des fonctions transcen- 
dantes défmies en j?, J7|, . . ., x» par un ou plusieurs systèmes différentiels irré- 
ductibles. 

Les éléments ^i, ^2, . • ., Zn d'un système fondamental de solutions de l'équa- 
tion (i) satisfont à des relations 

(2) - = — =...= —, 

l A, An 

OÙ les D sont des déterminants fonctionnels convenables, qui les définissent à 

une transformation ponctuelle près. En d'autres termes, les quotients -r^ sont 
les invariants différentiels du groupe ponctuel général T„ 

Zi=9/(5,, . . ., Zn) {i= I, . . ., n) 

étendu en regardant les z comme fonctions de (/i -f- i) variables x, x^, ,,,<, Xn non 
transformées. 

On démontre, sans difficulté, que tout autre invariant différentiel du même 

groupe, rationnel par rapport aux éléments Zi, ..., Zn j-^> •••> ^— ^> •••* est une 

fonction rationnelle des quotients -j— et de leurs dérivées. 

Si le système (2) est irréductible, c'est-à-dire si toute relation rationnelle 

entre 5|, ..., s,,, leurs dérivées t-^, •••> d'ordre quelconque et les variables, 

compatible avec les équations (2) (c'est-à-dire vérifiée par un système fondamental 
au moins), en est une conséquence nécessaire, je dis que Féquation (i) est générale. 

Tous les systèmes fondamentaux sont des transcendantes de même nature ; ce 
sont les fonctions de (/i -f- 1) variables attachées au groupe ponctuel général r^. 

Si le système (2) est réductible, c'est-à-dire s'il eiiste des relations rationnelles 
compatibles avec les équations (2) sans en être des conséquences nécessaires, on 
peut distinguer entre les divers systèmes fondamentaux. 

En ajoutant aux relations (2) les relations nouvelles dont nous admettons 
l'existence, on formera un système (S) qu'on peut tout de suite supposer i/ve'rfeic- 
tible. 

Aux divers systèmes fondamentaux correspondront divers systèmes (S); il 
^'agitde choisir celui qu'on regardera comme le plus simple. 

Pour cela, s'il existe des systèmes (S) renfermant des équations d'ordre zéro 
(c'est-à-dire rationnelles en 5i, .. ., ^»), on prendra tous ceux. S©, qui en renfer- 
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ment le plus g;raad nombre ; parmi ceux-là on prendra tous ceux, S, , qui renfer- 
ment le plus grand nombre d'équations du premier ordre; pnriiii tciis-li on 
prendra tous ceux qui renferment le plus grnnd iiomlire d't^qualïoas du second 
ordre et ainsi de suite ( ' ). 

On obtient aussi des systèmes (S;,) qui dt'tcrmtnenl tous un même ensemble 
de dérivées principales (au sens de MM, Mériiy et Iliquier). On peut former, 
jusqu'à un certain ordre assez grand, une rùsolvanle algébrique qui définit une 
combinaison linéaire et homogène à coefficients rationnels de ces dérivées princi- 
pales au moyen des élémenU paramétriques ; si les systèmes (S^,) donnent lien à 
des résolvantes de degrés dilTérents, on prendra enfin, parmi etix. ccui, (S), qui 
donnent des résolvantes de degré minimum. 

Ce sont ces systèmes (2) que j'appelle systèmes irréductibles réguliers; le 
nombre des équations de chaque ordre et te degré de la résolvante algébritfue 
correspondante sont les mêmes pour tous ces systèmes. 

On pourrait encore dire que ces systèmes (£) sont à la fois irréductibles et 
primitifs; aucune transformation 

SV^?,(Z ,Z„) (/ = I. ...,H). 

définie par un système difTérenliel irréductible et rationnel quelconque, ne peut 
augmenter le nombre des équations du syslùnie (S) qui sont d'un ordre donné en 
conservant les nombres qui correspondent aux ordres inférieurs. Crtte impossibi- 
lité suffirait à établir que le système irréduciilile n'^gulicr, 2, qui dt'finit lesy en 
parlant des x, est primitif ^la sens plus général adopté plus haut; nous le mon- 
trerons dans une autre partie du présent travail. 

Les systèmes irréductibles réguliers sont susceptibles d'une forme remarquable 
qui justifie leur cboix. Supposons d'abord qu'il existe k équations distinctes 
d'ordre zéro, dans le système (2) ; elles pourront s'écrire simplement 

=, = R„ 3,= lt„ .... =*=Ri, 

où les B,' sont des fonctions rationnelles dans le domaine choisi. On pourra en 
conclure qu'en adjoignant les relations précédentes, algébriques en x, Xr, >.-, 
Xr, S|, .. ., ^t, les éléments 3*^.1, - .., z^ sont des solutions formant un système 
fondamental d'une équation linéaire à ( h — X- + i ) variables, 



par exemple, dont les coefficients sont algébriques par rapport à ces variables et 
dépendent des k paramètres z„ z-^, . . ., ;*. 

(1) IJ'ii|ircs uiiu remarque Je Lie, un système (,:^) renferme cei'Uinement des (iquulions 
.1 ordre au |>lus égal à trois. 
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On peut donc se borner à considérer dans un domaine algébrique^ des équa- 
tions linéaires dont les coefficients peuvent dépendre d'un ou de plusieurs para- 
mètres et qui ne possèdent aucune solution rationnelle ('). 

Les équations du système irréductible irrégulier peuvent se mettre sous la 
forme canonique 

dans laquelle les û/ sont des invariants différentiels^ indépendants,, d^un 
groupe Y ^ formant pour ce groupe un système complet d^ invariants et les a, 
des fonctions rationnelles de x^ J7|, ..., Xn dans le domaine de rationalité 
adopté. 

Les transformations (2, Z) du groupe F sont entièrement définies par les 
relations 

qui ne dépendent quV/i apparence des variables^!, . . ., j?». Il suffit, par exemple, 
d*y faire Xi = Zi pour obtenir sous leur forme canonique les équations de défini- 
tion des transformations finies de F, au sens de Lie. 

J'ai appelé le groupe F groupe de rationalité de Y équation spéciale {\) \ il 
possède les propriétés fondamentales du groupe de rationalité d'une équation 
algébrique : 

I** Tout invariant rationnel de F est égal à une fonction rationnelle des 
variables x^ x^^ . . ., Xn^ dans le domaine choisi; 

2** Toute fonction rationnelle de^Zi, ..., Zn et de leurs dérivées qui est 
égale à une fonction rationnelle des variables dans le domaine choisi^ est un 
invariant rationnel de F. 

Les transcendantes z^^ ..., Zn sont alors, par définition, des fonctions de 
(/i -i- 1 ) variables attachées au groupe F. 

On doit observer que le groupe de rationalité n'est déterminé qu'à certaines 
transformations près; il est clair que toute transformation (^, z') qui change un 
système irréductible régulier (2) en un système de même nature (£'), change le 
groupe F en un groupe homologue V qui sera le groupe de rationalité pour les 
solutions z' de (S'). 11 faut et il suffit pour cela que les équations de (F) soient 
transformées par (^, z') en équations rationnelles de même ordre.- 

Une méthode nouvelle, exposée longuement au Chapitre II du présent travail, 
permet de retrouver et de compléter les propositions précédentes. 

(1) Cette restriction est commode sans être indispensable. 

Fac. de T,, 2* S., X. 52 
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^^i-T" x\ \yvL poljrnome entier par rapport aux variables x, X|, .... x^, 

à /} lettres Z|, . . ., Z/, qui seront regardées comme des fonctions de x, oti, . . ., Xn 
et à leurs dérivées d'ordre quelconque relatives aux n variables X\^ ..., x». Si 
Ton regarde les Z comme des fonctions indépendantes de n éléments nouveaux 
3i, ..., 3/, (qu'on ne précise pas davantage) et si l'on exécute les transforma- 
tions 






n 



OXi dZi ÔJCi dZn OJCi 



on pourra toujours écrire une identité 



'•(^•i-)-2'-(^.E)<-â' 



) 



Z, — j ne dépendent que des Z et de leurs dérivées par rapport aux z 

et les il (a?, j-) que des variables et des dérivées — ; nous supposerons que le 

nombre h est le plus petit possible^ ce qui exige que les /, d'une part, les i, 
d'autre part ne soient liés par aucune relation linéaire et homogène à coefficients 
constants. Les ^i, qui sont alors définis à une transformation linéaire et homogène 
à coefficients constants près, seront dits coordonnées du polynôme P. Leur intro- 
duction met en évidence, de façon particulièrement simple, la manière dont se 

comportent les polynômes en Z, t- » • • • quand on exécute sur les Z une transfor- 
mation ponctuelle quelconque. 

Z, T- ) dans l'hypothèse où les 5 

sont égaux aux Z de même indice, on a évidemment aussi 



'•(^•g-)=2:MZ)î,(«.S) 



D'autre part, si les z' sont des fonctions quelconques des z^ on a encore 

1 1 

d'où Ton conclut que la tranformation (5, z')fait subir aux $1 et aux li deux 
transformations linéaires adjointes. 

Sans insister sur l'étude générale des fonctions rationnelles en Z, — > x dans le 

groupe ponctuel général T,, des transformations (Z, 2), faite en partant de là : 
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groupe des transformations qu'admet le polynôme P, permutations des polynômes 
P entre eux, formation des équations difTérentielles vérifiées par P quand on y 
regarde les z comme donnés et les Z comme arbitraires, etc., je veux montrer 
comment on tire parti des coordonnées de P pour l'étude des équations linéaires 
aux dérivées partielles. 

Supposons que les éléments Z|, ..., Z,t constituent un système fondamental 
déterminé, pour une équation 

dont les coefficients appartiennent à un domaine algébrique de rationalité [R], 
et que, de plus, le polynôme P satisfasse à une identité 

X(P) = MP, 

qui est la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation unique 

forme avec les équations 

X(Z,) = o 

un système complètement intégrable. 

On en peut conclure que les éléments ^i, ..., z,t^ qui représentent un système 
fondamental quelconque, satisfont aux identités 

V — • • • — > — — M \^f ^i> • • • ï *^/i / 

OU encore que les équations 



'"{'•Û 



ôz \ 



= «/(Cj, . . ., 5„) («=1,.. ,/<) 






sont toujours vérifiées, pour un choix convenable des ai, par un système fonda- 
mental particulier quelconque. 

Si l'on veut que le système précédent admette la solution qui, pour x = Xo, 
satisfait aux conditions 

Si{XoyXi, . . ., jr„) — <p/(.r,, . . ., J7„) (£Z= I, . . ., /i), 

il suffit de poser 

^ [ ^ ^ ^ '^^i \ 

Si l «^^o» ^\y • • • > •*»» T — » ' * I 
\ O.rx I 



aii = 



' s ( ^^^> \ 

SI l -^o» «^i» • • • » Xn^ "JT"' * * * ) 
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et de calculer les seconds nombres au mojen de ^i, ••.,-^11 en partant des formules 

Pour que le système précédent soit rationnel^ il suffit de prendre un sjstème 
fondamental qui pour x = x^ satisfait aux conditions 

OÙ les R| sont rationnels. C'est ce qui arrive toujours pour la solution principale 
en Xot de Féquation (1), qui est définie par 

Xi =. Si pour X = jCf 

Soit maintenant un système irréductible régulier (S) vérifié parZi, ..., Z«; 
supposons que, jusqu'à un certain ordre N, tel que les équations distinctes 
d'ordre N + N' s'obtiennent toutes en dérivant simplement jusqu'à cet ordre N H- N' 
les équations d'ordre N, te système (ï) renferme k relations entières^ ration- 
nellement distinctes ( * ) 

/i = o» • • • » fk'=-0^ 

et faisons 

P = "1/1 -+-••.-+-"*/*» 

les u désignant des polynômes arbitraires en jt, Xi, .. ., Xn* 

Mettons en évidence les coordonnées du polynôme P en introduisant les élé- 
ments ;;i, . . ., ^M d'un système fondamental quelconque] on aura 



"(^.g-)=2:'.(^.f)K-i> 



et le système (S) peut se remplacer par les équations 

h 

p =2''Ç' =«' 



1 

A 



p. =X(P) =^i,\{.i,) =0, 



P*_, = X ( P*_. ) = 2 '< Xt_, ( ?/) = o. 



(<) Je veux dire par là qu'aucune d'entre elles n'a pour premier membre un polynôme 
entier formé avec les premiers membres des {k — t) autres et s'annulant avec ceux-ci. 
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On démontre aisément que le nombre h des coordonnées du polynôme P est 
nécessairement égal à {k -\' i). 

Si l^on avait h^k on déduirait de ces relations par l'élimination des /, une ou 
plusieurs relations rationnelles qui seraient vérifiées parles éléments ^i, ..., ^/i 
d'un système fondamental quelconque et ne se réduiraient pas à des identités. 

Si l'on avait A = A: -+- r, on pourrait former, en partant du système précédent, 
un système rationnel comprenant rk relations d'un ordre au plus égal à N. On 
peut montrer que chaque coordonnée dont l'indice dépasse (Ar+ i) donne dans 
ce système une équation au moins qui n'est pas une conséquence nécessaire des 
premières, auxquelles conduisent les coordonnées ii, ..., ^a? ^a+i quand les \ 
sont rangés dans un ordre convenable. 

Le système (S) pourra donc s'écrire, en désignant par A/ certains déterminants 
formés avec les ^i, X(Ç|), . . ., X^.i (ii) et dont la définition est immédiate 

C'est la forme nouvelle que je voulais signaler pour les équations de (S); je 
l'appelle /orme normale du système (S). 

De l'existence de cette forme normale on conclut que l'on peut trouver un 
système (2)') possédant la solution ^i, ..., Zn qui satisfait, pour x = Xq, aux 
conditions 

OÙ les R| sont n fonctions rationnelles indépendantes. Il suffit de poser 



^'(^'5J)=='''^'^''""^'*^^(^'5J) 



«/= 



en calculant les a, par les formules 

lilxofXi, . . ., j:„, j^y • •• j 

où l'on remplace les Xi et les j-^ par leurs expressions en ^i, . . ., Zn» 

En particulier, il existe un système irréductible régulier (Sq) qui possède la 
solution principale en x^ Xq, c'est-à-dire qui satisfait en ce point aux condi- 
tions 

J?i- = Ji ( f :=: r y . . . , /l ). 
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On Toblient en prenant 

Ot/ = -r 2 • 

où le second membre se déduit de -^ en faisant 

dzi âz f 

XiZI^Zi^ -r =0, --—=1. 

Le système initial (S) peut s'écrire, en faisant Zi = Z,, 



• • • • 



L/rZ) 






et Ton passe de Tune quelconque de ses solutions w|, ...^^s» à une autre solution 
Z|, . . ., Z;, en satisfaisant simplement aux équations 

1(7 ^\ 



'A^'f.) 



qui sont les équations de définition du groupe de rationalitéT correspondant. 
On reconnaît aussi là Tensemble des transformations (3, Z) qui n'allèrent pas 

la relation unique P = o. 

Enfin, si l'on observe que, dans la forme (Û), les éléments ^1, . . .j z„ peuvent 

être regardés comme arbitraires et si l'on pose 

dzf __ dzf 

5/ — .T,-, — o> ~r-~ — '» • • • » 

CXfe OXi 

on obtient la nouvelle forme 



,rt,, ^ ôr I A/(a?, ar, .r„, I,...) 

( ii ) 7} = 7 

0L\ A(a?,x„ ...,x«, I, ...) 



(^•E 



'.., I î. — ) 



qui prouve que les invariants différentiels du groupe de rationalité T (qui 
sont les premiers membres) sont des fonctions rationnelles des variables x, 

«Cr I * • • • • JU ff • 

Celte forme û' est \^ forme canonique signalée plus haut. 

Z, — j en partant de P, que 
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les invariants relatifs li(l*^ j-] du groupe F subissent, quand on exécute sur 

les variables x (non transformées par F) une transformation quelconque du 
groupe ponctuel général F„, une simple transformation linéaire et homogène ; 

les invariants absolus , ' subissent alors une transformation projectile. 

On peut, d'ailleurs, toujours choisir pour Ij^^t une puissance du déterminant 

fonctionnel J: '' — ^« 

0{Xi, ..., Xn) 

Enfin, la considération des coordonnées d'un polynôme permet encore, par une 
méthode algébrique régulière, de déduire de tout système d'équations ration- 
nelles, vérifié par un système fondamental particulier (5|,..., J«), un autre 
système rationnel (peut-être réductible) ayant la forme canonique (Û') et vérifié 
par une solution (i/|, ..., Un)', les u et les z sont d'ailleurs liés par un système 
difi'érentiel rationnel, qui peut être arbitraire. 

La simplicité de ces résultats me paraît légitimer l'introduction systématique 
des éléments Ç (coordonnées de P) et / (invariants relatifs normaux de F); 
c'est de leur étude qu'on déduira la théorie algébrique des groupes infinis qui 
interviennent ici. 

A ce propos, il n'est pas inutile d'observer qu'en bonne logique la théorie de 
V intégration logique des équations aux dérivées partielles (classification des 
transcendantes qui les vérifient) doit être faite indépendamment de celle des 
groupes continus finis ou infinis de Lie; cette dernière nécessite la considéra- 
tion de transcendantes qu'il faudrait avoir défini antérieurement et de systèmes 
complets d'équations linéaires dont on doit connaître le groupe de rationalité. Le 
choix limitatif des groupes à équations de définition rationnelles, demeure arbi- 
traire si l'on n'adopte pas le point de vue auquel nous nous plaçons ( *). 

En résumé le problème logique de V intégration pour une équation 

comporte la résolution des questions suivantes : 

1** Détermination de tous les types F de groupes contenus dans le groupe 
ponctuel général Tn à n variables, dont les équations de définition sont ration- 
nelles ; 

2^ Détermination du groupe F de rationalité de l'équation (i). 



(1) Toute cette théorie (problème logique de l'intégration d'un système diiïérentiel, notion 
et propriétés du groupe de rationalité d'une équation linéaire aux dérivées partielles) a été 
esquissée dans ma Thèse. MM. Painlevé et Vessiot ayant à ce moment appelé amicalement 
mon attention sur l'ambiguïté de certains énoncés, la définition des systèmes irréductibles 
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Chaque groupe G est caractérisé par un système complet d'Invariants difieren- 

tiels; ces invariants sont liés aux invariants différentiels du groupe T„ (qui sont 

les quotients j^ j par un système résohani qui admet une solution rationnelle en 

.r, J7|, ..., x„ quand le groupe G comprend un groupe de rationalité F comme 
sous-groupe. Il faut donc trouver le plus petit groupe doni les invariants diffé- 
rentiels sont rationnels e/i x, ar,, . . ., Xn» 

Le groupe de rationalité F étant connu, la nature des transcendantes Z|, . . ., Zn 
attachées à ce groupe est fixée; une décomposition particulière du groupe F met 
en évidence leurs propriétés essentielles. Elle fait Fobjet de la seconde partie du 
présent travail. 

Disons, en terminant, que nous avons longuement insisté au début sur l'étude 
de l'équation du premier ordre 

X(s) = ----HA-r-=0. 

^ dx ôy 

On a en eO*et, là, un exemple simple des difficultés et des problèmes de la 
théorie générale. D'autres problèmes qui se présentent à l'occasion de l'équation 
de premier ordre feront l'objet d'un travail particulier. 



réguliers auxquels s'appliquent exclusivement les raisonnements et les conclusions de ma 
Thèse leur a été communiquée en octobre 1898. 

La théorie, développée ici, des coordonnées de polynômes, a été exposée, avee Tapplica- 
tion à la détermination de la forme normale d'un système irréductible régulier, dans un 
Mémoire étendu présenté à TAcadémie des Sciences en septembre 1902, malheureusement 
inachevé dans d'autres parties, et écarté comme tel par la Commission du Grand Prix des 
Sciences mathématiques. 

Dans le Mémoire couronné, M. Vessiot, en considérant les systèmes irréductibles (S) dont 
la solution générale a le moins d'étendue possible^ a établi également sous certaines 
restrictions, en utilisant les recherches de Lie et de MM. Engelet Medolaghi sur les groupes 
infinis, l'existence et les propriétés fondamentales du groupe de rationalité d'une équation 
linéaire aux dérivées partielles. 

Des considérations étrangères à la Science ont seules retardé jusqu*à ce jour la publication 
de ce travail, dont la partie essentielle date par suite de septembre 1902. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

EXISTENCE DU GROUPE DE RATIONALITÉ. 



CHAPITRE L 



L'ÉQUATION DU PREMIER ORDRE ^ = A(a7, v) 

dx 



I. Recherche directe des divers types de relations rationnelles compatibles avec 

— Les types obtenus jusqu'à Tordre 3 donnent rationnellement en x^y ia valeur 
de Tune des quatre fonctions 

àzy ^.àz_ ôy^ 3 / dy^ \ 

~/ ày^''dy'' ^ ~ ^ l "dT I ' 

dy \ôy] 

Il n'y en a pas d'autres. 



(dz 



II. Méthode rapide conduisant aux résultats précédents. 

III. Méthode générale donnant la forme des relations rationnelles types compa- 
tibles avec (a) : existence et propriétés du groupe de rationalité, 

IV. Comment on tire parti de la connaissance d'une relation rationnelle quel- 
conque vérifiée par une solution de (a). 



I. — ReCHERCHR DIRECTE DES TYPES DE RELATIONS RATIONNELLES 

dz . , .dz 

COMPATIBLES AVEC UNE ÉQUATION -r h A(a:, ^) -j- = O. 

§ 1. Soit l'équation 

où nous supposons A\hoTà^ pour fixer les idées^ A rationnel en x ev y\ nous 
nous proposons de rechercher quels sont tous les types de transcendantes z 
qui peuvent satisfaire à une équation telle que (a) et de caractériser chacun 
de ces types. 

L'équation (a) permet de calculer toutes les dérivées de s, prises une fois au 
Fac. c/e r., a* S., X. 5!i 
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moins par rapport à x^ au moyen des dérivées de z prises seulement par rapport 
ky. S'il existe, par conséquent, une relation 

rationnelle par rapport à tous les éléments qu'elle renferme et compatible avec 
Téquation (a) sans en être une conséquence nécessaire [c'est-à-dire sans être 
une combinaison algébrique de l'équation (a) et de ses dérivées], on pourra sup- 

poser qu'il y figure seulement les dérivées -t^> — j> ••• prises par rapport à la 

variable y. 

Parmi les relations telles que («'), considérons celles qui sont d^ordre mini- 
mum par rapport aux dérivées de z et, parmi celles-là, une quelconque de celles 
où le degré par rapport à la plus haute dérivée de z est le plus petit possible. 

Il est clair que si nous écrivons cette équation sous forme entière 

son premier membre sera un polynôme irréductible par rapport aux éléments qui 
y figurent, en particulier par rapport à^— ^« Les équations (a) et (a') donnent 

l'expression rationnelle de toutes les dérivées de z qui sont d'ordre (/?-f-i) au 
moyen des dérivées d'ordre inférieur et des variables. 11 en résulte qu'il ne peut 
exister, pour chaque système d'équations compatibles en 2, qu'une seule équation 
telle que {a'). C'est cette équation qui nous permettra de fixer la nature de la 
transcendante z. 

Suivant une dénomination adoptée ailleurs, nous dirons que l'équation (a) est 
générale s' il n^enisie, pour aucune solution particulière 2, différente de z = consi,^ 
une équation rationnelle telle que (a') compatible avec (a); nous dirons qu'elle est 
spéciale dans tous les autres cas. 

Ajoutons encore, avant de passer à l'examen de ces différents cas, que l'équa- 
tion (a) différentiée par rapport à y donne immédiatement les relations 

^fdz\ âXdz 

d\ d^z ô^k âz 



ôy ôy^ dy^ ôy ^' 

dk ôH ^d^k d^z d*k âz 



("»' \àfy dy Of* oy dy* ' Oy' dy 

/ X ^[f^''\^f^^^'' f.d*\d*s .d^Ad*s d'kdz_ 

("») ^\d^')^'*d^dr^^'dj^df*'^^'dy^dy''^'àj^d}-''' 



= 0, 



dOBl 1* loi de formation est manifeste. 
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a. Plaçons-nous d'abord dans le cas simple où il existe une relation rationnelle 

en X, y, z 

(a') <p(ar, 7, 5) = o, 

compatible avec Téquation (a). Cette relation peut être supposée de l'ordre le 
plus petit possible en z. 

Parmi les conséquences de la relation (a'), nous considérons Téquation qu'on 
obtient en appliquant aux deux membres l'opération X(/), c'est-à-dire 

cette équation est entière en z et du même ordre au plus que la précédente. On 
doit donc avoir identiquement 

M ne dépendant que des variables x et y. C'est là la condition nécessaire et suf- 
fisante pour que la fonction algébrique z définie par (a') vérifie l'équation (a). 
Si l'on pose, d'une manière générale, 

en désignant par /une fonction rationnelle quelconque, la fonction algébrique u(z) 
satisfera comme z à réqualion(a) et aux équations transformées de (a'), (i) et (a). 
En particulier, la transformation 

z =z u-h a, 

où a désigne une constante arbitraire, ne change pas le degré du polynôme ^ et 
donne un polynôme complet en u 

9(^,7, « -h a) = 9(a?, y, a) -h « ^ -f- — ^ -h. . .. 

U suffit alors de considérer l'identité (2) en u pour en conclure, en bornant ^ 
à ses deux premiers termes, 

x|^9(^,y,a)4-a^J = Mr9(^,7,a)-ha^J, 
d'où Ton déduit qu'iV existe une fonction rationnelle u définie par l'équation 

qui satisfait à l'équation (a). Le polynôme cp de degré minimum en z est donc du 
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premier degré; les conditions de son existence sont immédiates. Ce résultat est 
bien connu. 

§ 2. ^. Supposons maintenant [l'équation (a) n'admettant aucune solution 
rationnelle] qu'il existe une relation rationnelle, entière en 2 et ^ 



h 



fdzV 



(a') (p=2;a,^-^=o, 



1=0 



compatible avec (a), c'est-à-dire vérifiée par une solution au moins, différente 
d'une constante^ de cette dernière équation. 

La transformation z =/(u)j où/ est rationnel, ne change pas le caractère des 

coefficients a, ; elle remplace I-t-) par (/')'( -t- ) > c'est-à-dire conserve le degré 

de chaque terme par rapport à — • 

Considérons l'équation X(©) = o, qui s'écrit ici 

„) xw=i;[x(.,)-.-.,^](0)'=o, 



1=0 



dz 
comme elle est du même ordre au plus en -^ que l'équation {a') et aussi par rap- 
port à Zj on doit avoir, en supposant comme toujours cette dernière d'ordre maxi- 
mum en -T- y un^ identité 
dy 

(2) X(9) = M9, 

où M est une fonction rationnelle de x eiy. 

Le terme a^ ne peut dépendre de z que par un facteur P(^) qui dépend de z 
seul, car l'équation 

(3) X(ao) = Mao 

nous permettrait d'obtenir une solution algébrique de l'équation (a). On a, en 

^ j dans les deux membres de ( 2 ), 

{\) X(a«) — /ia„^ == Ma«, 

^ I» même remarque s'applique au terme «a quel que soit l'indice A*. 



I^M^QOme cp ne pourra renfermer aucune autre puissance d^ ( ;p ) que [ 
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-r- 1 donnerait en efiet 
X(a,) — '«I X7 = Ma/, 
et Ton en pourrait conclure que la relation 



"'^"{^y^"' 



de degré inférieur à /?., est satisfaite par une solution de l'équation (a). 

Ainsi le polynôme «p se réduit à deux termes seulement quand on l'ordonne par 

rapport aux puissances croissantes de -r^; on peut d'ailleurs supposer immédiate- 
ment les coefficients ao, ^n débarrassés des facteurs V^i^z^^ '^/i(^) 4^' peuvent les 
multiplier et écrire simplement 

(5) ? = ao(^,y)-+-a/i(ar,y)(^j = o, 

ao et a,i satisfaisant aux relations (3) et (4)* La même conclusion peut aussi être 
obtenue en posant 

(a désignant une constante arbitraire) et formant les équations qui définissent u. 
S'il existe une solution de l'équation (a) qui soit liée à ses dérivées premières 
et aux variables par une relation rationnelle distincte de (a), cette relation peut 
s'écrire 

K désignant une fonction rationnelle de x et j^ qui satisfait à l'équation 
(«') X(K) + «K^ = o. 

Celte dernière équation ne peut d^ ailleurs admettre qu^une seule solution 
rationnelle. 

Si elle admettait en efiet la solution K|, en posant 

on définirait une solution Z| de l'équation (a) et l'on aurait 



\dz) ~ K 



K 
ce qui exprime que -^ est une solution rationnelle de l'équation (a). 

Jv 
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K 

Le seul cas d'exception donne -|~ ^ const., les deux solutions z et z% sont liées 

par la relation 

«, z= a« -h 6 (a, 6 constantes) ; 

on ne doit pas ici les regarder comme distinctes. 

La transcendante z est donc définie aux transformations près du groupe 

linéaire 

2 =££/ -4-const. 

où ion a e" = i'j on l'obtient par la quadrature 

z =ps/l^(œ,y) {dy - A dx). 

On peut encore dire qu'iV existe un multiplicateur de Inéquation (a), au 
sens adopté par Euler, dont la puissance n est une fonction rationnelle 
de X et y, 

§ 3. y. Examinons maintenant le cas où la relation rationnelle (a'), compatible 
avec Féquation (a) et dont Tordre par rapport aux dérivées de z est le plus petit 
possible, est du second ordre , 

(O <^\x,y,z,-.—^=o. 



Posons 



-2K|î)* 



* = 



dz 
les ^ étant des polynômes entiers en z, — > pouvant être rationnels en x^y et 

admettons que le degré n du polynôme ^ soit le plus petit possible. 

LV*quation X(<p) = o, conséquence nécessaire de (a'), étant de même degré que 

(:elte dernière par rapport à -t-^> on doit avoir identiquement 

(I) X(cp) = M9, 

dz d^z d^z 

ort ïts polynôme M en z, -7^ j -pj ne peut dépendre de -t-4« 

Développons le premier membre en tenant compte de la forme de f , nous 
«uron» 



*eO 



Ar = 
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d'où Ton conclut, en égalant les coefficients des mêmes puissances de -r-^j 

^'^ ^'x(|3„_.)-2(«-2)|3„..^-(n-.)i3„_.^^r=Mp„-., 

La première de ces relations (2) montre que M ne peut renfermer -r^ • 

On voit ensuite que ^n ne peut dépendre de --^ que par un facteur ( -p ) » 
sans quoi la relation 

définirait une solution de l'équation (a) distincte d'une constante. 

Les équations (2) ont été écrites en supposant le polynôme y complet par rap- 

port à -T-^; nous ferons simplement observer que, si l'on écarte le cas où l'on 

aurait 



on a bien nécessairement 



en vertu de la seconde de ces équations. 

d*z 
Considérons alors la combinaison, du premier degré en -t-^> 

on a manifeslement, en vertu des deux premières équations (a), 





= 0, 


(3«^. 


?^o, 



X(ft) = [M + 2(/,-.)^]a. 



L'équation ç = o supposée de degré minimum par rapport à -7-7 est donc du 
premier degré et nous poserons simplement 

(3) 9 = |3,^ + p„, 
ce qui donnera pour ^4, ^0 les deux relations 

(4) { 
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La première nous coaduit à poser 

ie facteur yi ne dépendant plus que de x^ y, z, ce qui donne le nouveau sys- 
tème 

'x,W-,.(|)'-^=«P.. 

dz 
Supposons qu'il existe dans le polynôme en -^ désigné par ^o tin terme de 

degré h différent de (/-f-i); nous aurons, en appelant a le coefficient de ce 
terme, 

et Ton en conclura, à cause de la première des relations (5), 

X(12)=o, 



en posant cette fois 



(dzY 



Nous pouvons, par suite, en raison des hypothèses faites au début, écrire 
R désignant une fonction rationnelle; et l'on aura simplement 



^=.''(-.(g)--.(S)'*' 



11 est d'ailleurs manifeste qu'on peut supprimer dans l'expression de ^ le fac- 
leui. I _-l ) , ou encore faire i = o; nous aurons donc, en résumé, 

\ày) 

V, f;t Vg ne dépendanl plus de •^- Cette nouvelle expression conduit aux relations 
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On remarquera tout de suite que ces équations (7) permettent de supprimer 

dans ç le t^me en f ^ J et d'écrire 

â^z àz 

Nous ajouterons encore qu'en changeant zen z -^a, a désignant une constante 
arbitraire, on reconnaît qu'on peut supposer y,, y© indépendants de z^ les expres- 
sion yi {x^y^ a), Yo(^j>^» Cl) satisfaisant aux mêmes relations. 

Enfin, si l'on pose 

la fonction J rationnelle en x, y devra vérifier la seule relation 
(«') X(J)H-J^^|J=o. 

et la solution z sera définie par C équation 

jointe à l'équation (a). 

Comme dans le cas déjà examiné, l'équation en J ne peut admettre qu'une 
seule solution rationnelle. 

Si l'on avait, en efiet, pour une autre solution z^ de (a), 

â^Sj , dzt __ 
on en pourrait conclure 

C^Zx 

'dF dz J , 
-J- — J| — J, 



àzt à y 
dz 

c'est-à-dire une relation de la forme 

compatible avec l'équation (a). 

En résumé, la transcendante z est définie par les équations (a) et {a') 

aux transformations près du groupe 

z'=zau-\'by 

Fac. de T., a* S., X. 54 
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a, b désignant des. constantes^ on l'obtient par les quadratures superposées 
sui\?antes : 



z = y* J'"-^""-(*'"l)'"(rf/- Arfx), 



où J désigne une solution rationnelle de V équation 

(a") X(J)'-+-J^-+-^=o. 

r 

Remarques. — i"" L'équation (a') ne garde pas sa forme réduite en — > — \ 

quand on y remplace z par une fonction rationnelle arbitraire d'un nouvel élé- 
ment u^ qui sera naturellement aussi solution de Féquation (a).' 
L'équation transformée s'écrit en effet, en posant 

sous la forme . . 



ày \OyJ ôy 



où l'on constate l'apparition du terme -«r ( ;r" ) 9"^ ^st précisément celui que 

nous avons supprimé plus haut dans l'équation (6). 

2' Nous avons, dans la recherche de l'équation (a'), écarté le cas où l'on a 



• r 



=: O. 



Il est manifeste qu'on peut alors joindre à l'équation (a) la relation 

d^z 

en vertu de l'équation (a-j). 

Si l'on pose 

z = (xy-h^y Kzrzay-^by 

les deux fonctions de x seul, a et ^ sont données par le système linéaire 

- — i-aa = o, -tî- -4- a£> = o. 
dx , dx 

La première a est définie à un facteur près et la seconde peut encore renfermer 
une constante additive. 

C'est aussi le résultat qu'on obtiendrait en partant de la solution J = o de 

' r ■* * 

l'équation (o^); on retrouve ainsi la théorie de l'équation différentielle linéaii^e 
du premier ordre. 
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§ 4. 8. Etudions enfin ce qui se passe lorsque l'équation rationnelle (a'), com- 
patible avec Téquation (a) et d'ordre minimum par rapport aux dérivées de z est 
du troisième ordre. 

Nous récrirons 



A=0 



en supposant, comme toujours, le degré n le plus petit possible. On aura encore 
manifestement une identité 

(>) X(9) = M9, 

où M ne peut renfermer-—, et Texamen des coefficients des deux plus hautes 
puissances de -r—j dans les deux membres nous -donnera 

(a) ; ^J 

On voit que si Ton écarte le cas où -r-j est nul, le coefficient de Pn-î doit être 

difi^érent de zéro. 

Considérons alors la combinaison 

t^s deux équations (2) donneront 



X(Û) = [M-h3(/.-i)^]a, 



â^z 
d'où l'on peut conclure que le polynôme o doit être du premier degré en ^-^• 

Posons donc 

(3) 9 = i3.g^+|3o, 

ce qui entraîne 



(4) 



d^ Z 
nous en déduirons d'abord que ^1 ne petit renfermer -r-^ et ensuite qu'on peut 
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poser 



^-■(1)' 



dz 
y, ne dépendant plus de -p> ce qui nous permet d'affirmer que M dépend de j*, 

y, z seuls et conduit au nouveau système 

\ X(y.)-(.-+3)^y.= My., . 

X(|3o)-y.(^j (3— — + — ^j = Mp.. 

Le poljnome p© renfermera nécessairement -r-^; soit 



^"^"•(l?)*-^ "•(??) 



où nous supposons d'abord A supérieur à 2. En égalant les coefficients dç f -r-^ ) 
et ( -r-^ j dans les deux membres de la deuxième équation (5), nous obtenons 

X(ao) — 2/iao;T- = Mao» 

(6) { -^ 

v/ \ / # . dk . dz d*A « 
X(a,)-2(/i-i)«,— — /lao^^^Ma», 

et l'on en peut conclure d'abord que ai n'est pas nul si h est supérieur à 2. Si nous 

posons ensuite 

, fdzy^-^ 






les équations (6) pourront s'écrire 



âK {^*A 

forme sous laquelle on reconnaît qu'elles expriment l'identité 

(8) X(Û)=:Mi2, 

avec 

o ^'^^ à- 
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On parvient donc à une relation rationnelle du second ordre compatible avec 
Féquation (a). 

Nous devons, par suite, supposer h^2. Les équations déduites du système (5) 
sont alors 

X(ao) — 4«oj^ =M«oi 

La comparaison des deux premières équations des groupes (5) et (9) montre 
immédiatement qu'en posant 

on a l'identité 
il en résulte donc 



=y,(|)'-'«w. 



R désignant une fonction rationnelle. 
Supposons ai ^ o et posons 



«.(^)*=«.. 



y,[2R(^) + 3](^y"'=:„-,; 



les expressions ai et gt vérifient les relations 

X(^l) — 2^1 — =:M^l, 

déduites des équations correspondantes de (5) et (9). 
Mais ces relations expriment simplement l'identité 

X(Û)=iMÛ, 
où l'on a 

Û = ^i^4-ai; 
elles donnent par conséquent une relation rationnelle du second ordre compatible 
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avec l'équation (a). Il faudra donc supposer «i t=zo et, dans cette liypothèse, ia 
seconde des relations (9) donnera 

2R(5)-h3 = 0, 

qui détermine R(^). 

La dernière relation du groupe (9) se réduit alors à 

Le polynôme en -r^ désigné par aj peut-il renfermer des tértnes d'ordre /i, 

lorsque h ^ (* 4- i)? Si a représente le coefficient d'un tel terme, on a immédia- 
tement 

X(a) — fioL-r-- = Ma, 
ày 

et l'on conclut de la première équation (5) qu'on a nécessairement 
(10) /ii=£4-3, a = y,R|(5), 

en désignant par R| une fonction rationnelle. 

-T^ j dans 7,2 étant désigné par y^, on a pour déter- 
miner ce coefficient l'équation 

(") X(yî)-(^*-+-Oy«^-yi-^ = My,. ^ 

En résumé, nous avons donné au polynôme ^ la forme suivante : 

et il est clair que, si l'on suppose cp irréductible, il faut poser { = i. On peut 
encore regarder yi, et par suite y^, comme débarrassé du facteur dépendant de z 
seul qu'il peut renfermer, et écrire, après avoir posé 

(12) l^-^, 

le poljnome o sous la forme 

en désignant par I une fonction rationnelle de a: et j^ seuls. 
L'examen de l'équation 
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montre d'ailleurs qu'on peut supprimer dans o le terme R|(s) [ -r^ J ; nous écri- 
rons donc la relation nouvelle sous la forme 

Oy ôy' i\uy*) \0y ) ""' 

la fonction rationnelle I devant vérifier l'unique équation • 

(«•) X(I)4-al^+^=o, 

Oy Oy* 

§ 5. On voit sans difficulté qut> celte équation (a") ne peut posséder quUine 

solution rationnelle I : si l'on avait en effet, pour une autre solution 5, de 

Téquation (a), 

dzx d^Zi 



Oy ôy 






Ii étant rationnel en x et^, on pourrait en conclure 

» £. n^bJ- '/-*: . '. i" ji'. ■ 4^. ^L J 

I, •■ 

. » 

• > 

c'est-à-dire une relation de la forme 



( 






compatible avec l'équation (a). 

Suivant une notation introduite par Cayley, nous poserons 



!-»/! = 



\ày) 'r-- 

et nous rappellerons que l'égalité 

exprime simplement qu'on a entre z et Zi une relation 

Z= -7, 



où a, 6, c, e/ sont des quantités indépendantes de y; la transcendante z est alors 
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définie par les équations 

(a) X(s) = 4^+A^ = o, 

aux transformations près du groupe projectif général 

an H- b 



eu -H il 



> 



où a, 6, c, rf sont des constantes. 
Si l'on pose 






à/ 

on pourra regarder 2 comme déterminé par les opérations théoriques suivantes : 
Détermination de la fonction J de or et ^ qui satisfait aux équations (* ) 

ày à/* oy 2 

où I désigne la solution rationnelle de l'équation 

intégration du système linéaire 

dz . dz d^z ^ âz 

dx dy dy* dy 

qui exige, comme on l'a vu plus haut, deux quadratures superposées. 

Remarques. — 1° La forme réduite adoptée pour premier membre de l'équa- 
tion (a') ne se conserve pas lorsqu'on remplace z par une fonction rationnelle 
d'un nouvel élément u qui sera naturellement aussi une solution de (a). En 

posant 

s = R(«), 



(*) Cf., pour la généralisation de réquatîon de Riccati ainsi obtenue, Dakioux, Leçons 
sur la théorie des surfaces^ Livre I, Chap. VI. 
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on obtient pour équation transformée 

n'«!R."i(^)V[i«,yj~i](^yR'«=o, 

ou 1 on reconnaît un terme nouveau en ( -7- I • 

C'est précisément ce terme que nous avons supprimé plus haut pour réduire à 
sa forme la plus simple le polynôme cp. 

2" Dans le cours de cette analyse, nous n'avons écarté que le cas où l'on a 

il n'y a pas lieu de s'en préoccuper ici puisqu'il existe alors une solution ration- 
nelle pour l'équation en J. 

§ 6. Nous signalerons cependant le cas remarquable où l'on a 

à' A 



ày' 



= 0: 



> 



l'équation résolvante en I admet lu solution rationnelle évidente I = o. 

Lorsque les coefficients des puissances dey dans A sont des fonctions ration- 
nelles arbitraires, elle n'en admet pas d'autres : on l'établirait aisément. 

Suivant une remarque faite plus haut, l'équation 

permet de poser 

a-h by 



a, b^ c, d étant des fonctions de la seule variable x. 

La détermination de ces fonctions conduit à la théorie classique de l'équation 
de Riccati. Voici sous quelle forme elle se présente au point de vue que nous 
avons adopté : 

Portons dans l'équation 

l'expression trouvée pour z\ en remarquant qu'on peut toujours supposer 

( 2 ) ad — bc=z \j 

Fac. de T,, a* S., X. 55 
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nous trouverons pour déterminer a, 6, c, d les relations 



(3) 


^6'- W = a, 


(4) 


da' — ad' -h cb' -^bc'—2 (5, 


(5) 


ca' — ac' — y, 


si Ton a posé 




(6) 


A — av'-h 2(5y 4- y. 



Il est aisé de voir comment les équations (2), (3), (4), (5) détermineront les 
inconnues a, b, c, d : les équations qui définissent z admettront évidemment 
comme solution la plus générale 



X, [JL, V, p désignant des constantes qu'on peut assujettir à vérifier la relation 

Xp — fXVrzri; 

il en résulte que les équations (2), . . ., (5) admettront également les solutions 

ai=:'ka-h iJLCf Ci^izva -h pc^ 
b^-zz'kb -\- [kd^ di^=yb -h pd. 

Les fonctions a et c sont donc définies aux transformations près du groupe 
linéaire et homogène spécial à deux variables, et il en est de même des fonctions b 
et dj les transformations subies par les deux couples sont d'ailleurs les mêmes, ce 
qui fait prévoir qu'il suffira de déterminer l'un d'eux. 

Nous savons aussi qu'on pourra déduire des équations (2), ..., (5) un système 
rationnel qui définira le couple (Oy c) par exempte. 

En difTérentiant l'équation (2) nous obtiendrons 

ad' -h da' — bc' — cb' ■= o, 

ce qui permet d'écrire l'équation (4) sous la forme 

(7) da'—bc'=i^; 

les relations (2) et (7) donnent alors, en supposant y = o, 

(8) rf=î^^, b^"^-''', 

y y 

m 

ce qui montre bien qu'il suffira de déterminer a et c. Portons ces expression 
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et b dans réquation (3), nous aurons pour déterminer a et de système 

(5) ca' — ne' ^=yj 

(g) c'a'—a'c'zzzay'— (3*y -^ (3y'— y^'; 

la première de ces relations donne d'ailleurs 
(lo) ca" — ac'nry', 

et Ton déduit immédiatement des équations (9) et (10) 

ia'y.zz: a' y' — ai, 
c-'y =c'y'-cd, 

en posant 

(12) a = ay'~P*y4-(3y'-y(3'. 

Les fondions a et c sont donc deux solutions de Inéquation linéaire et ho- 
inof;ène du second ordre 

d}Q dQ , 

dont le groupe de rationalité^ au sens adopté par M, Picard^ est le groupe 
linéaire spécial. 

§ 7. £. On pourrait penser a priori que la méthode appliquée à la recherche 
des types d^équations telles que {u')^ compatibles avec l'équation (a), conduira à 
examiner des types d'ordre de plus en plus grand par rapport aux dérivées de z, 
11 n'en est rien : nous aidons dès maintenant formé tous les types distincts. 

En d'autres termes, s'il existe une relation rationnelle (a') entre les élé- 

àz dPz ., , p, 

ments ^, y, 2, — > • • •> -r — > compatible avec 1 équation 

•A •/ 

dz . dz 

sans en être une conséquence nécessaire, il existera aussi une relation de même 

nature dont l'ordre est au plus égal à 3. 

Pour simplifier l'écriture, nous représenterons par 2|, 53, ..., les dérivées succes- 

dz d^z 
sives -T^> -T-^) • • •; nous rappellerons aussi l'identité 
dy dy^ ^^ 






5,= G. 



ôy"'''^ 1.2 ôy^^'^'^'"^ âyp^' 
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Supposons qu'il existe une relation rationnelle d* ordre p par rapport aux déri- 
vées de z, compatible avec (a) sans en être une conséquence nécessaire, le même 
fait n'ayant pas lieu pour des valeurs de Tordre inférieures à p : nous pourrons 
récrire, en supposant le degré n le plus petit possible, 

n 
1 — 

et Ton aura T identité 

X(9) = Mcp, 

qui s'écrit, lorsqu'on la développe, 

= \l:=0 / 1=0 

Dans l'hypothèse n^ 2, on aura, en observant que M ne peut dépendre de Zp^ 

X(a„) — npotn-^^ = Ma«, 

v/ X / s àk (p{p — ^)à^k \ m» 

X(«;,-t)--(n— i)^a^., — — /tQc,J ^ ^^ 5^_^^.. \=Man^„ 

d'où l'on conclut d'abord, si -y-y ^ o, que a„_i ne peut s'annuler. 

Il suffit de poser 

û = nanZp-^- a„_,, 

pour reconnaître qu'on a identiquement 



X(Û)rr:[^M4-(n-l)/>^]û. 



Le polynôme y, c/e degré minimum en Zp^ est donc du premier degré. 
Soit alors 

(0 ? = atSpH"«o; 

nous devrons avoir 

X(flCo) — «1 ^ ^ 2 ;^^p-i -+"••• =Mao. 

La première de ces relations exige qu'on ait 

ai = yi(^,7)R(«)5Î, 
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en désignant par y, et R des fonctions rationnelles de leurs arguments. Noim sup- 
poserons tout de suite qu'on a divise le polynôme 'f par le roeriicicnl %t de Zp el 
multiplie le quotient par ^,^, de façon à pouvoir écrire 

où '^ est un polynôme entier en z^^ -"^ Zp i, rationnel en x, ^, z, Zt, 
On a, dans cette hypothèse, 

et comme le second membre, qui doit élre divisible par ^, ne renferme pin» Zp^ il 
est identiquement nul. 

Le polynôme 9 en z^j ---^ Zp, qui a la forme 

Satisfait à r identité 

(4) \/:>,=:o. 



Le polynôme ^ doit donc tériùer la relation 






f^ioposons-iMMis de le détensincT. 

Posoo.^. en mettant Zp^t en éridenre* 

<i4tTroBS a^Ofr Fidenlité 

X«, — «t» — - — _. -^^ 
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On conclut de la dernière de ces relations, lorsque -r- j ^^ o, que a% ne peut 

être nul. 

La première donne immédiatement 



Co étant rationnel. 
Si l'on pose ensuite 



^1 



elles s'écriront toutes deux sous la nouvelle forme 



V / A N P^^ ^^ A 

X(Ao) j — ^Ao=o, 



qui exprime manifestement qu'on a 

X(Ao^p-i-H Al) =o. 

La relation, non identique, d'ordre (/> — i) 

Ao5p-i-+-A, = R(5) 

serait donc compatible avec l'équation (a). 
Nous devons par conséquent supposer n^i. 
Supposons n = 2j et soit 

on aura 

X(ao) — 2(/? — i)a«^ = o, 

v/ X / X ^A. [(p-i){p-2) d'\ 1 p(p^i)à^X 

X(«,)-«i[ ^7^ — ;î,_,, + ...J_./|^ j-^-^ _5^_,^...J. 

La première de ces relations donne 

X(a«5;<''-»>) — o, c'est-à-dire ao^î^''"*^=Co(«). 
Si Ton suppose a^ ^ o, on aura, en multipliant les deux membres de la deuxième 
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par z/, 



X(a,^? >)-2ûro5f [^ ^-^ ^.p., + ...J- ^^ -^.^ . 

Comme on a, d'autre part, 



il en résulte qii'en posant 






on a ridentité 

X(AoS|,-i-i-Ai) = o, 

d'oùTon pourrait conclure une relation rationnelle non identique et d'ordre (/? — i), 
compatible avec Téquation (a) : 

Ao5p_t-+-A, = K(5). 

Nous devons donc supposer ai = o. Dans ce cas, Uq et a^ devront vérifier les 
relations 

X(ao) — 2(p — 0«o^ = o, 

La première donne, comme plus haut, 

Pour que cette valeur de ag puisse vérifier la secoade, il faut alors manifeste- 

. d*A . 

ment, si -r—j ^^ o^ qu'on ait /> — 2 = 1, c'est-à-dire /? = 3 (puisque le premier 

membre contient Zp_i qui ne figure pas dans le second, sip > 3) (• ). 
Ainsi le cas n = *2 conduit aussi à une impossibilité. 
Envisageons maintenant l'hypothèse n = i et soit 

4' = «o5p-,-+-a,, 



) L'hypothèse /> =s 3 redonnerait immédiatement les résultats obtenus dans ce cas : 

Cq(z) = > .... 

2 
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on aura îmmédiatenient pour ^o l'équntion 



X(«o)-(/>-i)^«o^:î/ -^> 

d'oii l'on conclut 

et ensuite 

Ainsi, le polynôme y, d'ordre différentiel p^ qui vérifie la relation 

X(9) = o, 



est de la forme 



-7''j^,>+[^o(^)^,--^^^-^~]s,,-.j-+-^,, 



où ai est un polynôme en 5^„2ï • • •» Sa rallounel en x, y^ 5, Z|. 
Le dénominateur ne dépend de Zi que par un facteur -3^. 

§ 8. Il est clair qire si nous faisons, dans l'expression de p, 

5 = (k) ( « ), 

en désignant par o) le signe d'une fonction rationnelle arbitraire, le nouveau po- 
lynôme en //a, . . ., 1/^ à coefficients rationnels en :r, y, to, w', entiers en lo", co'", . . ., 
o}^P^ ainsi obtenu vérifiera encore l'identité 

X(9)=:0. 

Effectuons la transformation dans les termes déjà connus de ^ 



5p -, =r w' //,,_t -h w' 4- ... , 






nous aurons 



+ a,(«,a?, v), 
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on a nécessairement ridentité en x^y 

\(çp) =r Mo. 

En égalant dans les deux membres les coefficients de la plus haute puissance 
de Zp^ on trouve une relation de la forme 

d'où Ton peut conclure que a^ a la forme 

et ensuite que M ne dépend que des variables r, y. 

Enfin, on établirait immédiatement, comme tout à J'heure, que pour/7>> i, le 
polynôme o est du premier degré en Zp. 

Ces résultats acquis, on pourra supposer dans o la fonction z remplacée par 
une constante arbitraire^ sans cesser d'avoir une identité en x^ y^ z, Zy, 

^2? . . ., Zp^ 

(1) X(<?) = M9. 

Imaginons maintenant qu'on remplace, dans la fonction ^{x^y^ z^^z^^ . . ., Zp), 
z par une expression de la forme 5 H-s^ où îj est une fonction rationnelle arbi- 
traire de z; cette opération remplace respectivement ^1,53, ... par 

à: d^ 

et il est clair qu'on a encore l'identité 

(2) \^[x,y,z,-^t—y ^t-^^-^t> •'•)j = ^^9(^'y'-i^-S5|'''î-+-S5p> •••)• 
On aura donc, en égalant les coefficients de e dans les deux membres, 

\dz^ ây âz^ dy^ "j \dzi ây dz^ ày^ '" )' 

ms remplacerons dans cette dernière identité les expressions -r^, -r-^» ... par 
r valeur en fonction de 5|, z^^ ... et des détivées Ç', C', • . • de Ç par rapport 
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à Zy telle que la donnent les formules 



et nous aurons, en égalant dans les deux membres les coefficients des quan- 
tités T^', ^'\ ^"', . . . qui ne sont liées par aucune relation, les identités suivantes : 

X[A.(?)] = MA,(?), 
X[A.(<p)] = MA,(9), 
X[A,(<p)] = MA,(9), 



où l'on a posé 

, ,^. do do 09 






Avant de développer les conséquences de ces identités, signalons quelques rela- 
tions importantes entre les expressions A|(ç). 
En posant, suivant Tusage, 

(A,B) = A(B)-B(A), 
on a les identités 

(At,A,)= A,(?), 

(A„Aî)z:i2A,(0), 

(A„A4)^2A4(9), 



dont la loi de formation est immédiate. 
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On trouve aisément de même 

(A„A,) — 2A4(9), 

(A„A;) = (2-h3)A.(<p) = 5A.(cp), 

(A-,A,)^(2-+.3-+-4)A,(9) = 9A6(?), 
(A„ A,) = (2 4- 3 4- 4 -+- 5)A7(<p) = i4A7(ç>), 



et aussi 



(A„A4) = 5A«(9), 

(A„ A,) = (5 -h 9)A7(?) ~ i4 A7((p), 

(A„ Ae) = (5 4-9 -m4)As(9) = 28Ag(9), 



Nous remarquons maintenant que les équations 

X[A,(9)] = MA,(9) 
expriment que la relation 

A/(9) = o, 

qui est d'ordre/? par rapport aux dérivées dez, est compatible avec Téquation (a). 
Elle définit donc une solution z de cette dernière équation qui peut être celle 

dé fin ie par l 'équation 

? = o, 

auquel cas on a identiquement A, (9 ) = X/o, X/ désignant une constante conve- 
nable, ou bien qui peut être une simple constante auquel cas on a, en divisant o 
par un coejficient convenable dépendant de x etyseuls^ 

A,(9) = X/5Îs 

X| désignant encore une constante. 

Or, si Ton examine les A|(o), on reconnaît que lorsque 9 est du premier 
degré en Zp^ tous les A/(9) pour lesquels i^2 ne renferment plus Zp) on aura 
donc toujours 

A,(9)=X,5}^ (/>2). 

Proposons-nous de déterminer les constantes A/ et les exposants Xv. Nous remar- 
querons d'abord que les identités 

(A„A,)- 2A4(9), 
(A„A4)= 5A5(9), 

(Aj,A,)::i: 9A6(9), 

(A„Ae) = i4A7(9), 
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donnent immédiatement 

A4(9) = A5(9)=r A6(9) = ... = o. 

On conclut sans difficulté de là que le polynôme ç ne peut renfermer de déri- 
vées d'ordre supérieur à 3. En effet, si le polynôme ç est d'ordre/? supérieure 3, 
Téquation A^(cp) = o donne simplement 

do 

OZp 

ce qui est contradictoire avec Thypothèse. 

II suffira donc d'examiner successivement les cas où o est du premier, du 
deuxième ou du troisième ordre. 

1® Supposons '^ du premier ordre. 

On aura Tidentité 

ou ridenlité 

La première exprime que 9 est homogène en Z\ ; la relation ^ = o donnerait 
donc seulement z = const. ; on doit, par suite, rejeter cette hypothèse. 

L'hypothèse 

A,((p) = X,c*s 

où XTest nécessairement différent de zéro, peut s'écrire plus simplement 

A,(9)-:^^ï, 
en divisant ç par une constante. On aura donc 

9 = ^7-K(x,7), 

en désignant par ¥^(x^y) une fonction rationnelle des variables; la condition 
d'existence de celte fonction K est que l'équation résolvante 

X(K)-4-/i^K = o 
ôy 

possède une solution rationnelle. 

2^ Examinons le cas où 9 est du second ordre. Nous savons que cp est du pre- 
mier degré en z^', nous pourrons tout de suite écrire le terme en 5j sous la 
forme Z1Z2 en multipliant 9 s'il y a lieu par une puissance convenable de z^. En 

posant, par conséquent, 

9 = 5,Zj-f-ij>(a:,7, 5|), 
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on trouve 

A,(9) = -25,5,-+-5i j^, 

ce qui entraine 

Ai(9) = 29 
et 

J désignant une fonction rationnelle des variables. [On remarque en passant qu'on 

L'équation du second ordre compatible avec (a) s'écrit donc 

9 =: -Sj — Jzi^zz o, 

et la condition d'existence de cette équation est que l'équation résolvante 

^^^^^^^■^^=" 

possède une solution rationnelle J. 

3" Supposons enfin que le polynôme o soit du troisième ordre. 

On peut écrire son premier terme sous la forme ^i Sj en multipliant, s'il y a lieu, 
9 par une puissance convenable de z^ ; on aura dès lors, avec 



ridenlité 



d'où l'on conclut 



el par suite 



9 — 5,534-^(^,7,:?,, 5j), 
^1(9) — 2 -1^,-4- C, — -4- ^fTT» 

A,(9) = 29, 



On a, d'autre pari, en vertu des remarques faites plus haut, 

Aî(9) = X,':ÎS 



ce qui donnera 






On voit d'abord que ^ est homogène et de degré 2 en Zi et Z2 et la dernière con- 
dition donne ensuite 

OÙ l'on a nécessairement k2 = 3. En portant celte expression de 9 dans l'équa- 
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lion 

A,(9) = 29, 

on Irouve que la constante X2 est nulle. 

[/équation du troisième ordre compatible avec (a) est donc 

3 

(^ =. Z1Z3 — -5j — l5j=:0, 

el la fonction rationnelle l(x,y) doit satisfaire à l'équation résoL'unte 

Nous avons donc retrouvé, sauf Fexamen immédiat du cas où il existe pour 
Inéquation (a) une solution rationnelle, tous les résultats essentiels obtenus pré- 
cédemment par une analyse beaucoup plus longue, mais dépourvue de toute ha- 
bile tc\ 

^ 10. Avant de quitter ce sujet, il convient d'insister sur la véritable signifi- 
cation des identités établies entre les expressions Ài(cp), ce qui nous donnera aussi 
le moyen de les obtenir dans toute leur généralité. 

Imaginons qu'on donne à 5 un accroissement très petit £^(2) où s est une con- 
stante; posons, en désignant par ùz cet accroissement, 

3// représentant la constante e; il est facile de trouver Taccroissement que subit 
une fonction o de z seul ou de>5 et des dérivées Z|, ^2, . . . prises par rapport à une 
variable j^ qui demeure inaltérée. On a d'abord, si ©dépend de z seul, 

et pour calculer 5o dans le cas général, il suffit, en vertu de l'identité 

^ ^9 ^ do ^ ôo ^ 

OZ OZi C/wj 

de connaître les expressions de S^i, S^2, ... : on a immédiatement ces expressions 
en exprimant que les relations 

d{dz —Zidy)=zo, 

è{dZi— Sj^j)=:0, 



pi\oblv:me logique de l'intégration des équations diffékentielles. 4'|ï 
sont des conséquences des équations 

dz — Zidy:=.Oy 



qui définissent ^1, Z2^ ..*. 

On trouve ainsi^ sans difficulté, 



?£ = A(?) = Ç^H-Ç'A,((p)H-Ç'A,(?)+.... 



5(p 



Considérons, d'autre part, un second accroissement que nous écrivons 

on aura, de la même manière, 

|2 = B(9) = O^ + 0'A,(9) + e'A.(9)+.... 

Enfin, si nous considérons a priori un troisième accroissement 
un aura pour une fonction quelconque o 

|i = c(9) = (î:6'-eç')^ + ^(C9'-e;')A,(<p)+^(îô'-&ç')A,(9) 

Formons maintenant la combinaison 

(A,B)=:A[B(9)]-B[A(cp)]; 

clic est identique à C(©). En efl'el (A, B) est une combinaison linéain» cl liomo 
gène des dérivées -^^ —> -^^ • • • dont le premier terme esl 

OZ (/5| C/5j 

de plus, l'opération (A, B) n'altère pas le système des relations dillérentielleî» 

dz —Zidy = o, 
dZi — z^dy = o, 



puisqu'en désignant par co l'un quelconque des premiers membres de ces relations 

Fac. de T,, a» S., X. 37 
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on a à la fois 

A(w) — o cl n(&)) = o. 

Mais ces conditions définissent précisément C(o) diaprés ce qu'on a vu plus haut ; 

on a donc identiquement 

(A,B) = C(9). 

Si Ton calcule alors directement Texpression de (A, B), on lrou\e sans diffi- 
culté 

(A,B) = (M'- ^O^î? ^- (Çô-^ $;'^)A.4-(:^''- ôr)A,-+-. . . 

-4- (Cr - {?'r) (A., A,) -^- (XO' - O'C) (Al, A,) 4-. . . 
^ ^y^rj- _ 9"r )( A„ A,) 4- (r^'^- 5'':")(A„ A,) 4- . . . 

+ (r ^'^ - 0^r)(A3, A4) + (r ^^ - ^r)(A„ a») + . . . 



D'autre part, en posant 



on a 



et aussi 



C(9)=:a-T: -4-«'Ai4-a'A,r+-a''Aj-l-. .. 



Si l'on égale les coefficients des quantités 

dans les deux membres de l'identité 

(A,B) = C(9), 

on trouve précisément les relations qu'il s'agit d'obtenir. 
Les coefficients des ternies où figure JJ' donnent 

(A,, A,) = As, ( A|, A3) = 2 A3, (Aj, A4) r= 3Av, 
ceux des termes 011 figure ^" donnent de même 

(A„ Aj) = 2 Ai, (A„ A4) = 5 A5, ( A„ As) :;= qA^, 
dont la loi déformation est manifeste, et ainsi de suite. 



Ï^ROBLKME LOGIQUE DE l/ INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. f\f\3 

lli. — Méthode générale donnant la forme des relations rationnelles 

<( types » COMPATIBLES AVEC l'ÉQL'ATION (a). ExiSTENCE ET PROPRIÉTÉS DU 
GROUPE DE RATIONALITÉ. 

§ II. Dans les i\eu\ paragraphes qui précèdent, j'ai clierché directement les 
types (Je relations rationnelles compatibles avec une équation linéaire aux dérivées 
partielles du premier ordre; je me propose ici de trouver la /o?'me générale com- 
mune à tous ces types et de mettre ainsi en évidence l'existence et les propriétés 
du groupe, attaché à toute équation spéciale, que j'ai appelé groupe de rationa- 
lité de Téqualion. 

Soit donc 

(«) X( = )=-+A_=o 

Téquation linéaire à étudier où l'on regarde toujours A comme rationnel 
en X et^. 

Nous admettons qu'il n'existe pas d'équation rationnelle en ^,j', s, -p> •••> 

âP'*z 

- — j-^ compatible avec l'équation (a) sans en être une conséquence nécessaire, 

'^. .. . , . df^z 

mais qu'il existe une équation de cette nature comprenant -r-^ : on la supposera 

tout de suite de degré le plus petit possible par rapport à la dérivée d'ordre/? et 
on l'écrira 

le premier membre étant un polynôme par rapport à tous les éléments dont il 
dépend. 

La condition de compatibilité de (a) et (a') s'obtient en appliquant au premier 
membre de (a') l'opération XC/). définie par la suite d'égalités 



^/ds\ «M dz 



<m 



àXd^ ô^\ dz _ 
ày ày^ ây* ày ' 



<m 



^dk fPz ^d^A d'z â'\ dz 



dy oy^ ôy* ây^ ây^ dv 



dont la loi de formation est évidente et en égalant à zéro le résultat. 
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L'expression X(P) est un polynôme entier de même degré au plus que P par 
rapport à Fensenible des dérivées de 3; il ne peut exisler qu^une seule relation 
telle (|ue («'), on aura donc nécessairement Tidentité 

(I) X(r) = MP, 

M étant un multiplicateur dont il est aisé de préciser la nature. 

d^ z 
Considérons pour cela dans P le terme qui comprend -7 — à la plus haute puis- 

sance: s'il y en a plusieurs, nous prendrons parmi eux celui qui comprendra ^J| 
à la plus haute puissance; s'il y en a encore plusieurs, on prendra parmi ceux-là 
relui qui comprend - — -^ à la plus haute puissance, cl ainsi de suite : on obtient 
ainsi un terme unique que nous écrivons 



«-'=-(sr(i^)"-«p)"' 



i désignant un polynôme en x, y qui pourrait se réduire à une constante. \]i\ 
certain nombre des exposants ao, ai, ... peuvent être nuls, T.p est certainement 
diflTércnt de zéro. 

L'application de l'opération X(y) à ce termi unique de P donne dans X(P) un 
groupe de termes parmi lesquels figure manifestement le précédent et les formules 

qui définissent les X i y-^. J donnent immédiatement son coefficient en x, y : 

X(^)— ^(ai4-2a,4-...-+-/?a^)^(x,j'). 

La façon même dont nous l'avons obtenu prouve que ce terme est encore seul 
de son espèce dans X(P). Le multiplicateur M est donc défini par l* identité 

X('l)— j^(a,-4-2a,H-...-h/?ap)'J> = M'j^, 

qui nous permet de reconnaître qu'iV ne dépend que des variables x et y. 

Si l'on avait divisé P par 'i, de façon à avoir une relation entière en 5, -p> • • • 
mais rationnelle en x^ y^ on voit que le multiplicateur M se réduirait à 

— («1-+- 2a,4-. . .4- />«/,) ^• 

§ 12. Revenons à l'élude de l'identité 
(I) X(P) = MP, 

dans laquelle nous savons maintenant que M est rationnel en x^y. 



PROnLKME LOGIQLK DR l'iXTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIKFÉRENTIFXLKS. 4i> 

Imaginons que, dans le polynôme P, on regarde z- comme une fonclion arbi- 
traire d'un argument u et qu'on remplace les dérivées successives de z par les dé- 
rivées correspondantes de ti données par les formules 

()z ()z au 
ôy du ôy 

ô^^âz^JUi^ â'z fOuy 
dy' ~ âii Oy'- "^ àu*\ây) ' 



ô^z ()z 0^1 ^à^zdud'u ô^z/OuY 



_ 3 

<)y* du ôv^ ' 6>M* ôv à y* ' âu^ 



du y 
dv) 



J 



1 • I I du ô^u , , , 

on obtiendra un nouveau polynôme en -r-;> -y^» ••• que nous représentons par la 



notation 



i> u( ^5 on àPu \ 



Ce polynôme peut évidemment se mettre sous la forme d'une somme i\o 

termes ( * ) 

( ôz àf*z\ ( du ôPu\ 

\ Ou ùuv) '\ ''^'ôy ôyi' J 

dz d^ z 

en mettant en évidence les éléments z. -r^» •• •» -r—* 

' du duP 

Nous récrirons 

h 

(») P'— 2I''(''È'---)''(-^'-'''|y"")' 

et nous remarquons tout de suite qu'o/i peut supposer les U et les ;,• réduits (iii 

nombre le plus petit possible. Il n'existera alors entre les // aucune n»latio:i 

linéaire et homogène à coefficients constants. Le même fait a lieu pour les $/, qu«? 

nous appelons coordonnées <lu polynôme P. 

l^a relation 

P« = o 

est évidemment une relation com[>atil>le avec (a) et définissant la solution particu- 
lière u{x^y) qui est liée à la solution 5 par la relation z=-z{u). Bien entendu 

elle n'est pas rationnelle en //, on général ; elle est cependant entière 

du dP u 

en -T-i •• •> --T— - • 
dy dyP 

L'identité 

\(P)=:MP 

(*) Celte théorie est rapplicalion particulière d'une théorie générale dont on trouvera plus 
loin (Chap. Il) le développement. 
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donne manifestement par la transformation précédente 
M n'ayant pas cliangé, el par suite 

i''(-i'-><'''=»'i''(-3?,'-)K-^-'7 



> • 



Comme les /| ( 3, -j^» ••• J sont linéairement indépendants, on en conclut que 
lous leurs coefficients sont nuls, c'est-à-dire qu'o/i a identiquement 



(3) x[^4,^.r, V, ^, •••jJ=M;/^a', r, ^, ...j 



(/=!, ..., //). 



Supposons d'abord le nombre h des coordonnées supérieur à 2. Nous savons 
c|iie parmi les Ç/ il en existe un seul, Çi par exemple, qui renferme le terme excep- 
tionnel 

considéré plus haut [terme renfermant d'abord la dérivée d'ordre p au degré le 
plus grand, puis la dérivée d'ordre (/> — 1) au degré le plus grand, et ainsi de 
suite]. 

On conclut d'ailleurs des identités précédentes les nouvelles identités 



Kl)=» 



{i^i = ï, ..., /*), 



qui montrent que toutes les relations 



► / du 

(4) ^ i, r = «'v(«) 



?.(-0'.^'--j 



sont séparément compalibles avec Téqualion (a)jOLfj désignant une fonction que 
conque de u. 

Si l'on veut rpie la relation précédenle soit vérifiée par la solution de (a) « 
prend pour x = .ro la \alenr // définie par 

il suffit de poser 
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en meltant dans le second membre, au lieu des dérivées -t-> • • •> leurs expressions 

ôy ^ 

déduites des relations ^ 



—■<"'(i) 






Oa voit que si ©(m) est rationnel, a/y sera certainement rationnel en u. 
La relation 

donnera donc , si i et j sont différents de i, une équation compatible avec {a) 
d'ordre inférieur à /? ou qui, si elle est d'ordre />, sera de degré inférieur à celui 

de P par rapport à la dérivée ^pr-» ce qui est contradictoire avec l'hypothèse faite 

sur P. 

On conclut donc de là que le nombre h ne peut dépasser 2 et par suite que la 
relation 

peut s^ écrire 



(A) 



'''(•''•^'^'•'•) ''(-'-£'•••) 



puisque 1% est certainement différent de zéro. 
La relation initiale 

a donc également la forme 

... ^i^'y-r/-) _ f.(.-) 

011 Ton a désigné par L^ et L| ce que deviennent /^ et /| quand on y fait u = s 
Remarque, — Les identités (3) 

auraient pu permettre de conclure immédiatement que toutes les relations 
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sont séparémenl compaliMes avec Téquation (a). Il en résulte que ees rclatious 
lie peuvent définir, si «7^1, de solution dépendant effecti\emeirt dey, c'csl- 
à-dire que toute solution du système 



^(-)= TZ-^^^î: =0» ?J^»7» ji)"^ 



()z . ôz 
dx ay 



r>l une constante, 

Dn pourrait donc déduire de là que les \i {^iy^ i) sont tous de la forme 

nous aurons Toccasion de le vérifier plus loin. 
Enfin il est clair que Téquation 



?.(*.7.^>---) = 



pourrait remplacer l'équation 

P.= o, 



(• 



'est-à-direque Si satisfait aux conditions imposées au polynôme 



d^oii nous sommes parti. 

On voit qu'il est en effet possible de déterminer z de façon que la relation (A) 
donne pour déterminer u 



il suffit d'écrire 



''V' Tu' -")=''• 



§ 13. La forme remarquable (A) donnée à l'équation {a') compatible avec 

rond ait de la manière la plus simple à la notion el aux propriétés du groupe de 
rationalité de l'équation (a). 

Désiî^nons par z une solution quelconque du système (A') 









PimiJLÈME L()i;iCK:K DK L'iiMF.r.UATION DKS KOUATIONS DlFFÉnKNTIKLLKS. /|49 

si Ton regarde z comme fonciion d'un nouvel argument //, la condition néces- 
saire et suffisante pour que a représente encore une solution du système (A') sera 
donnée par Téqualion 

(B, ''("f ••)^Mi). 



,(. 'Il 

''Y' du 



> 



Cette équation s'obtient d'ailleurs directement en éliminant -r — entre les deux 
relations 

et 

qui ei^priment que u et z(u) sont deux solutions particulières quelconques de 
l'équation (A'). 

On peut conclure de là, en particulier, que l'équation (B) qui définit z en par- 
tant de u peut s'écrire également, en permutant u et s, 

nv, ^■("'S'--) _L.(.) 

U en résulte encore que, si l'on a simultanément, 



) 

L,(s)' 






) 



c'est-à-dire si tt{z) el v{z) sont deux solutions du système (B), on aura aussi 



^'("'ïïi;"--) 



U(«)' 



c'est-à-dire que »'(m) sera encore une solution du néme s_)'slème. 

Fac. de T., f s., \. .Î8 
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Le système (B) définit donc un groupe de transformations (w, z). On observe 
d'ailleurs que la relation 

entraîne, entre u et v^ la relation indépendante de s 



/ dv \-L.(«) 



) 



Ainsi, on y peut regarder z comme une variable auxiliaire et dire que la fonc- 
tion 



'•("'5I'-'-) 



demeure la même quand on remplace u par une solution quelconque v du sys- 
tème (B). 
Cette expression 



/, 



("'^'•••) 



est dite invariant différentiel du groupe dont V équation de définition est (B), 
quand la variable z n* est pas transformée. 
Les diverses solutions du système 

se déduisent donc de Vune d'elles par toutes les transformations c 
groupe (G) dont Inéquation de définition est 

,„. ^'0''l^'---) _L.(«) 

/A. «J" \~L,(«)' 



(''^'•••) 



Lorsqu'on regarde u elv comme des fonctions d'un argument z non tran 
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ce groupe possède l'invariant différentiel 



^'("•^'•••) ^ ^'('''ai'---) 



Si l'on a égard à la forme générale donnée à Téquation (A) : 

OÙ l'on regarde z comme une solution de (A.) et n comme une variable auxiliaire 
quelconque, on voit qu'en posant u =y on aura 

le second membre se déduisant de 

en j faisant 

du ô^u 

Ainsi l'équation (A.) peut encore s'écrire 

i( ^^ \ 

l« I H « * * * I 

,A»x \ ' ày ) _ gi(x,.>-, I. ...) . 

^^ ,/„ au \- Ux,y,x,...y 

^X'Ty'"-) 

SOUS cette forme elle donne pour l'invariant différentiel de (G) une expression 
rationnelle en x^ y. 

Le groupe (G) dont nous venons d'établir l'existence sera dit groupe de ratio- 
nalité àe l'équation (a). U possède vis-à-vis de l'équation {a) des propriétés ana- 
logues à celles du groupe de Galois relatif à une équation algébrique. 

On peut en effet résumer ces dernières en disant que lorsque le système des 
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retalions algébri(ju€S 

^>3J =^ J7| ./'j -4- ... H- j^/i^ I ./*ii ^^^ /'j, 

(,•■: •: 

où les p appartiennent à un certain domaine de rationalité [R], est réductible 
dans ce domaine, // existe toujours une relation 

dont le premier membre est rationnel, à coefficients entiers, en x^, Xt, . . ., a:«, 
et dont le second membre y est rationnel dans [R], qui forme avec (a) un sys- 
tème irréductible dans (R) et de degré minimum. Le premier membre G de- 
meure invariable pour toutes les siibslitutions d'un certain groupe, effectuées su rT|, 
X2, . .., ^//I c'est ce groupe qui est le groupe de Ga/ois ou le groupe de ratio- 
nalité de l'équation 

x" — />,j:"~*-f z?,^"-* — . . .±pn'=.o 

dans le domaine [R]; son invariant G est rationnel dans [R]. Tous les autres 
invariants du groupe sont des fonctions rationnelles de G à coefficients rationnels 
dans [ h ]. 

Dans le cas actuel, puisque le système 

, , ôz , ôz 






est irréductible^ toute relation rationnelle en J7, y, 3, -p» • • • compatible avec ces 

équations en est une conséquence nécessaire, c'est-à-dire s'obtient en différea- 
tiant (a) et (.V) et combinant algébriquement les équations obtenues. 

Le système (a), (A") définit donc la transcendante z aux transformations 
près du groupe G \ nous dirons i\\\Ul définit une fonction transcendante des 
deux variables x, y, attachée au groupe de rationalité G. 

i; li. li convient d'insister ici sur Varbilraire qui subsiste dans la définition 
du groupe de rationalité. 
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Il r'sl clair que, si Ton désigne par z une solution de Féqualion 






L.(s) 



toute fonction u de z définie par la relation implicite 

s z= S(U) 

vérifie la relation de même forme 

qui n'est, en général, pas rationnelle en //, puisque le second membre ne l'est pas, 
La condition nécessaire et suffisante pour qu'il le soit est que la fonction s satis- 
fasse à une relation 

l (z — ) 



{''■£'-•) 



011 K est une fonction rationnelle quelconque. 

Soit 5 = ©(//) une solution particulière de celle équation (C), il est clair que 
si Z désigne une solution quelconque de Téquation (.\), la fonction U, définie 

par 

Z = T(U), 

vérifiera encore la même équation (C), et par suite U sera une solution de 

En observant qu'on a 
désignant une transformation du groupe de rationalité G, on en déduira 
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Ainsi, le nouveau système irréductible 
/ X du . du 



?.(*..v.5^.-") 



(A.) -^ ^ f=R(«) 



?.(^..r.5^. •••) 



définit la solution u aux transformations près d'un groupe G|, qui est le 
TRkusFonMt du groupe G par Tune des transformations {z, u) satisfaisant à 
la relation 



'éM^=-m.. 



(C) -j-^^ ^=-R(«). 

Cette relation (C) est donc telle qu'en y regardant z comme la variable et u 
comme la fonction, sa solution générale U dérive d'une solution particulière quel- 
conque u par les transformations de G|. 

On a vu plus haut qu'en regardant au contraire u comme une variable non 
transformée, la solution générale Z dérive d'une solution particulière z par une 
transformation de G. 

On a donc, en passant de (A) à (A|), remplacé le groupe de rationalité G par 
l'un de ses transformés G| . 

La transformation (2, a) qui fait passer de l'un à l'autre est assujettie à la seule 
condition de donner, pour l'invariant différentiel du groupe G 



^'("'È-'") 
(-^'•••) 



/i 



une expression rationnelle en u. 

Nous pouvons conclure des résultats précédents que la solution de l'équation 

(«) X(^)=i^H-A(.r,j')-^=o, 

qui prend pour X = Xq la valeur y^ solution que nous appelons, suivant l'usage, 
principale au point jJq, satisfait toujours à un système irréductible régulier, 
c'est-à-dire comprenant, en dehors de l'équation (a), une équation entière en :?, 

j-> • • • à coefficients rationnels en x^ y d'ordre minimum par rapport aux déri- 
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vées de z et de degré le plus petit possible par rapport à la dérivée y-^ d'ordre 

le plus élevé. 

11 suffit, pour le voir, de déterminer R( 3) par l'équation identique 

SI ('^01 ^1 '1 • • • ) 

obtenue en faisant, dans le quotient 






« ■ • • 



x-.x^, y — z, — i-i, __o, 

Désignons, pour fixer les idées, par u cette solution principale en .r©, qui vérifie 
le système 

x(«)=o ^'r'-^'^"") ^ ^.(x„/M,...) . 

la transformation (3, 2/) qui conduit d'une solution z de 

X(^)-o, -^ ^_ ~-~LM 



?.(-^,7,^'---) 



à la solution u est déterminée par l'équation 

*V ' du) _ ^i(a;„ «, I, ...) 
'V'Tu) 

Soit U une solution homologue de la solution m principale en j?oi c'est-à-dire 
une solution quelconque du système 






X(U)=i:0, ^ _ 



nous savons qu'en faisant dans la dernière équation j; = j^o on obtiendra la condi- 
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lion que doit remplir au point x = x^ la fonction U(y, x,). Il en résulte qu'en 
faisant dans l'équation précédente 

a-'—a-g cl y — II, 
on aura l'équation de définition du groupe 1' relatif à la solution princifiale 



î ( ^^ 






â[} \ ~ ^,(aro, U, I, .. .) 



§ lo. La théorie que nous venons de présenter ramène la détermination des 
types de transcendantes s(.r, ^) qui vérifient une équation 

àz âz 

âx ày ~ ' 

à coefficient A rationnel, à celle des divers types de groupes contenus dans le 
groupe ponctuel des transformations 

où F est arbitraire, dont les équations de définition sont rationnelles. 

Ces types ont été trouvés par S. Lie en partant de leurs transformations infi- 
nitésimales; nous en avons donné au déhut de ce Chapitre une détermination 
directe. 

Deux groupes doivent être regardés comme appartenant ou non au mome type 
suivant qu'il existe ou non une transformation ponctuelle (transformation qui n'est 
assujettie à d'autre restriction que d'être réversible) qui change les équations de 
définition de l'un des groupes en celle de l'autre. 

11 est inutile de répéter ici ce qui a été dit à ce sujet : nous avons vu qu'il y 
avait seulement à considérer les groupes dont les transformations sont : 





z'-z; 




z' 6«-f-a, E» I, 


a arbitraire ; 






z' — a s -h 6, 


a, b arbitraires; 






, az -^ b 



cz-\- d 

a, 6, c, d arbitraires; 

z'=V{z), 
F arbitraire; 

c'est-à-dire que les transcendantes qui vérifient une équation du premier 
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ordre 

dz dz 

sont des fonctions des deux variables x, y attachées à Vun de ces groupes. 
(La transformation identique seule donne des fonctions rationnelles.) 
Si Ton s'astreint à ne considérer que la solution princi/iale de Téquation 

/ V dz , dz 

au point x = Xq^ les groupes de rationalité ne sont plus aussi simples. Leurs trans- 
formations dépendent de la nature des fonctions rationnelles en x,y représentées 
plus haut par K, J, I (invariants rationnels du groupe). 

On sait que si l'on désigne par u(Xq^ ^^y) 1^ solution qui se réduit ky pour 

x = Xq^ l'équation 

yo=tt(^o» ^»7) 

définit la solution de l'équation différentielle 

y'=k{x,y) 

qui prend, au point arbitraire x = Xq^ la valeur ^q. Cette relation entre ^ et ^o 
peut d'ailleurs s'écrire aussi, d'après Jacobi, 

c'est-à-dire que la fonction de trois arguments w(a, p, •j') définit explicitement y 
comme fonction de x et de la constante d'intégration. 

a. Si le groupe de rationalité est réduit à la transformation identique, la solu- 
tion principale est algébrique et donnée par 

R(^»y) = i^(^o, w), 

en désignant par R la solution rationnelle de (a). 
p. Si le groupe de rationalité est 

z':=:EZ -h a^ £'*=:|, 

on a, pour défînir ii, les relations 

X{u) = o, K(x,,u)l-^\ ^K(^,/); 
Foc. de T., 2* S., X. 69 
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u est défini aux transformations (£/, v) près qui satisfont à 

Ces transformations ne sont pas, en général, algébriques. 

Cependant, on peut signaler le cas où n = 2 et où K se réduit à un polynôme 
du quatrième degré en ^; la transformation (w, i') est définie par l'équation 
d'Euler. 

Y» Si le groupe de rationalité est 

5'= az -\- bj 

a, b arbitraires, la solution principale u est définie par 

aux transformations (w, i^) près qui satisfont à 

— J(a7o, v)=. — J(aro, u) 



S. Enfin, si le groupe de rationalité est le groupe projectif général, la solution 
principale est définie par 

''<«)=°. ^-'(f-)-'<-^>=-'<-">(i)'' 

^/ \ày / 

aux transformations près (11, v) du groupe déterminé par 

d^u / ^ \ « 

dv'' 3 I dç 



du 
ds^ 



- \ -I(^o,iO=— U-^O. M)f^j • 



On observe dans tous ces cas que Téquation de définition du groupe relatif à 
la solution principale s'obtient en faisant dans l'équation auxiliaire x = ^09 
^ = i;; la raison en est immédiate. 
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IV. — Comment on tire parti de la connaissance d'une relation 

RATIONNELLE QUELCONQUE COMPATIBLE AVEC l'ÉQUATION 

16. La théorie que nous venons de développer montre aisément comment on 
tire parti de la connaissance d'une relation rationnelle quelconque entre 

les éléments x^ y, 3> -p» • • • com/tatible as^ec l'équation (a). 



Soit 



(i) 



l'('^»J'»^'^' " / ^ 



cette relation, supposée d'ordre />, mise sous forme entière ; la relation 

X(P)=P, = o 

est également une relation entière du même ordre vérifiée par la solution z. Si 
donc cette relation n'est pas identique a la première, on en peut conclure, par 
élimination de la dérivée d'ordre le plus élevé, une relation entière à^ordre infé- 
rieur 



^V'-^'^'ïix' • •) = 



compatible avec l'équation (a). En appliquant encore l'opération X(/) on 
obtient de même 

X(Q) = Qr-:=o, 

relation du même ordre que Q par rapport aux dérivées de z et satisfaite par la 
même fonction z ; on pourra reprendre sur Qi le raisonnement fait sur P<. 

La compatibilité des équations («) et (i) exige qu'après avoir répété ce raison- 
nement un certain nombre de fois, au plus égal à (/> — i ) si l'on écarte le cas où z 
est défini algébriquement, on tombe sur une relation entière 

satisfaisant à l'identité 

X(S)==:MS 

où l'on verrait, comme plus haut, que M ne dépend que de or, y. 

Toutes les relations P = o, P< = o, Q = o, ... sont alors des conséquences de 
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la relation unique 

S — o 

sans quoi, on en pourrait encore conclure une relation d'ordre inférieur compa- 
tible avec (a). 

Parlons maintenant de cette équation, que, pour simplifier les notations, nous 
continuerons à représenter par 

et qui satisfait à l'identité 

X(P) = MP. 

Si nous y regardons :; comme une fonction d'un argument inconnu u^ nous 
savons qu'on peut mettre le polynôme P sous la forme 






où le nombre h est le plus petit possible^ ce qui exige que les li soient linéaire- 
ment indépendants ainsi que les Ç/. On a vu également que l'identité X(P) = MP 
permet d'écrire 

Nous en concluons que, quelle que soit la solution i/, les équations 

t 

f- = (Xi{u) (i = i, ..., A — i) 

SI 

sont compatibles avec (a) pour une détermination convenable des fonctions^ 
en général transcendantes^ «/(w), si ces équations sont compatibles lorsqu'on 
y regarde x comme un paramètre et y comme la seule variable. 
Cela résulte, en effet, des identités 



(!:)=«• 



Or si l'on détermine les at| ({/) de façon que le système précédent possède une 
solution u se réduisant pour x = â7o ^ 1^ fonction de^ définie par 

/ = ?(")> 
c'est-à-dire si l'on pose 



at(u) = 



$/[^o, ?(«), (3j^)> •••] 



PROBLÈMK LOGIQUE DE l'iNTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 46l 

en remplaçant ( j-)> • • • par les expressions déduites de 

on a toujours des équations compatibles entre elles pour y seul variable. // suffit 
de prendre ^(u) rationnel pour que les «/(i/) soient également rationnels. 
En particulier, en faisant 

__ du d*u 

on obtient le système rationnel, 

4i(^o, w, I, ...) ?a(^o, «'^ I, •••) 

vérifié par la solution principale au point x = Xo» 
Nous allons montrer que les équations 

du moment où elles sont compatibles, c'est-à-dire admettent une autre solution 
que u = const., sont telles que toutes leurs solutions se déduisent de Vune 
d^ entre elles par les transformations d'un groupe. 

17. Il est nécessaire d*établir d'abord quelques propriétés des coordonnées Ç/ 
du polynôme P. 

La relation identique 

h 
donne également, quelle que soit la variable c^, 

Si l'on regarde, dans Çi (^, ^^ J~' • • * )i u comme une fonction de ç, on aura évi- 
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demmeDl, en faisant la transformation 

du du ôv 

dy ôv dy 

[y* "" dv dy* "^ âv^ \ây) ' 



ày 



des identités 



«^(•^•r^^>---)=2^/^(^;>---)^a(^os^'---) 



(«=i, ..., /i) 



dans lesquelles nous pouvons supposer qu'on a fait figurer parmi les tj/a les 
éléments 5i { -2:, j^, -p » ••• j («= 1, ..., A), qui sont linéairement indépendants, 

et un nombre minimum d'éléments nouveaux y^i, . . ., 7,a. 

Les éléments ^i, ..., ^a? "^if •••) "^a ne sontdoncliés par aucune équation linéaire 
et homogène à coefficients constants. 

Avec ces hypothèses, les formules précédentes s'écrivent 



1 



(« = 1, . . ., A), 



et il est bien clair que pour chacune d'elles on ne peut pas affirmer que les coeffi- 
cients X|y (y = 1, ..., A) ei^ij (y == I, .. ., A:) sont linéairement indépendants. 

Tout ce qu'on sait, c'est que tout système de polynômes en x, ^, -r-> • • • linéai- 
rement indépendants, qui comprend $i, ..., $a et permet d'exprimer l'ensemble 
des Çi ( X, j', -7-> • •• ) sous la forme précédente, comprend au moins k éléments 

nouveaux. 

Portons ces expressions des ii (^j y? j-> • • • ) dans l'identité 

h k 

1 1 

nous obtiendrons une relation linéaire et homogène entre les éléments 
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et 

qui doit être une identité puisque aucune relation analogue n^est possible, v dé- 
signant un argument arbitraire. 

En égalant à zéro les coefficients de ç/ et r^j on obtient les identités 

h 

1 

h 

Considérons les dernières : nous savons que les expressions Z/ ( z, — * • • • j ne 
sont liées par aucune relation linéaire ^t homogène à coefficients constants; en 
observant que [jL/y[ — , •••) ne dépend que d'éléments qui ne figurent pas dans 

les 'if^î ;r'» • • • )> on voit que tous les coefficients [x/y doiv^ent être nuls. 
Un changement de fonction ;/ = cp (r) donne donc lieu aux identités 

h 

OU, en d'autres termes, les Ç,- sont transformés par un groupe linéaire et homo- 
gène quand on exécute sur u une transformation ponctuelle 

u = (p{v) 
quelconque. 

Remarquons en passant que les /,• f s, ^, • • • j subissent alors les transforma- 
tions du groupe linéaire et homogène adjoint du précédent 

A 

1 
et signalons les identités évidentes, relatives aux transformations 
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On en conclurait sans difficullé que le déterminant \\j\ est une puissance 

, du 

de -r-' 
ov 

J8. Supposons maintenant qu'on désigne par u une solution du sj^stème 

a, (m) " (Xh(u) 

Il est clair qu'en vertu des identités 

h 

^'{''>y'^"--)=^^''^{Ti>"")^j{'''y'dP"") ('■=•»•••.*) 

la condition nécessaire et suffisante pour que v désigne une seconde solution du 
même système, c'est qu'on ait 









2^Ly(5^> •••)«>(•') 



On a donc, pour une seconde solution quelconque (v, 

/i A 

^^''-'(dS' •••)«y(^'') 2^/(7^' •••)«y(0 

4 =4 (1 = 2,..., A) 

1 1 

et l'on peut déduire de là, en observant que u n'y figure qu'en apparence et 
remplaçant celte lettre par ç, 

h 

— 7—; — T (* = 2,...,A), 



2^'-^(£'---)"^^'^^ 



c'est-à-dire que la/onction v{iv) satisfait aux mêmes équations que ta fonc- 
tion u (ç). 

C'est là une des façons d'exprimer que les transformations 

forment un groupe. 
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On peut aussi établir algébriquement ce point, en faisant usage des identités 

h 

^''j (£' • • •) =2 ^'•* {■£' • • •) ^"'j (5^' • • •) 

1 
qui permettent d'écrire les relations précédentes 



*./ *./ 



En désignant par INI la valeur commune de ces rapports on a les h relations 
linéaires et homogènes 

{iv) — Mcxkii') 1 = (1 = 1, ..., h), 



^^i^k {%^ ' ' )\^'^kj (J^^ -' '^ ^ 



d'où l'on conclut que les coefficients des X/^a f t-* • • • ) sont tous nuls, c'est-à-dire 

précisément les équations entre v et w obtenues plus haut. 

En résumé, nous avons déduit de la relation rationnelle donnée, compatible 
avec (a), un système rationnel (S) 



(S) 






d'équations compatibles avec (a), admettant la solution Uj qui, pour j; = j;o, 
vérifie la relation 

où ç désigne une fonction rationnelle quelconque. 

Les (A— i) équations du système (S), qui sont d'ordre au plus égal kp^ ne sont 
pas nécessairement algébriquement distinctes : mais, comme elles équivalent à 
r équation de définition d'un groupe, elles laissent arbitraire au plus une ou 

j j j^ • ^ du d^u 

deux des dérivées -r-y t^» 

Le système précédent comprend donc au plus/?, (p — i) ou (p — 2) relations algé- 
briquement distinctes. Elles sont toutes des conséquences nécessaires de l'équation 
du premier, deuxième ou troisième ordre qui définit le groupe, équation qu'on 
obtiendra par de simples éliminations. 

Fac. de T., 2* S., X. 60 
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19. L'examen de la transformation que subissent les Ç/ quand on pose u = f{v)j 
o demeurant arbitraire, conduit à préciser ces conclusions. 

Considérons un terme ^(^j^jf-j— ) (xt) ' * * \Tt) ' ^^ '"'^ ^^* P^^^J" 

r / au \ ^ , du d^u , 

nomes Çi ( «2;, y, j-> • • • j et remplaçons-y —, — -, • • • par leurs expressions 

du , âi^ 

â^u _ ,fà^y fà^ 
àf'^"^ \dy) ^^ ây' 



déduites de w = cp (i>), où '^ est arbitraire. 
Nous obtenons d'abord le terme 






vant le poids si Ton regarde -r — comme de même poids p que {-r-^ 



analogue au terme initial, avec le coefficient 

Les autres termes se déduiront de celui-là en remplaçant une ou plusieurs 
fois -T-^ par ( 5- ) > 5-7 par — —% ^^ ( 53 J ' etc., c est-a-dire en remplaçant une 
déris^ée au moins par une combinaison de dérivées d ordre inférieur et conser- 

) • 

Il résulte de là un moyen de ranger les éléments ^1, ^^j o*^ kn dans un ordre 
déterminé : V ordre normal. Dans tout élément Çi Ix^ y^ 1~^ '") i^^us choisirons 
un terme unique, dit caractéristique^ d'après la règle suivante : 

Dans l'ensemble des termes ^(^)^)(j-) '"{â — ) ''> 9"* renferment la 

dérivée d'ordre le plus élevé /9, on prendra ceux qui renferment cette dérivée au 

degré le plus grand; parmi ceux-là on prendra les termes qui renferment ■ 

au degré le plus élevé (ce degré pouvant être nul) et ainsi de suite. 

On rangera les Ç/ comme leurs termes caractéristiques quand on range ces der- 
niers dans Y ordre décroissant des nombres entiers 

où g désigne un entier très grand, c'est-à-dire que le terme correspondant à 

■pi-f-Pf^-4-...H-Pp^''""* 
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précède celui qui correspond à 

si la première des didérences ^p — y,,, ^p-.\ — Ya»-iî •••? ?i — yi qui ^^ s'annule 
pas est positive, et seulement dans ce cas. 

On remarquera en passant que cette définition suppose que les termes caracté- 
ristiques de Ç|, .. ., \h sont différents. On peut toujours s* arranger pour qu*il 
en soit ainsi. 

La formule de transformation 

1 = 1 

nous montre que le terme caractéristique de $y(^, y-, -p» • • •) 






qui donne, par la transformation u = ^ (i>). 



figure au second membre avec le coefficient "i^jj (j-> •••) dans le produit 
Si Ton n'a pas 



^"(i--)=(f)" 



(n = (Xi-h,..-h(Xn), 



ce terme doit figurer dans les autres groupements ^yi ( 3~" » • * ' ) 5' ( ^> ^j T~» * * * ) * 
On aura donc, en désignant par o*/ son coefficient, nécessairement constant, 
dans Çi ( ^j ^'j J-' • • • ) et remarquant qu'on a o-y == i , 

/duY ^ . . 

Il est clair qu'il suffit de remplacer simplement Ç,fj:, y, -T-f •••) par 
^'v '^'5y' "'j'^^^^i^'y'^' "J [«==^ •••» O' — O» (y + Of .-., ^] 
et aussi (/ ( 2? t- » • • • ) P^** 

/y = /y H- 0"! /t -+-... -h 0"y_| /y_i -h Cy^-t ^y-f-l "+-.•• "t" 0"a 'a 
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pour obtenir une identité 

qui permet de regarder les $' comme les coordonnées de P : aucun de ces Ç' ne 
renferme plus le terme caractéristique de Çy . 

Si l'on range les coordonnées Ç/ du poljnome P dans Vordre normal de leurs 
coefficients caractéristiques supposés diflerents, la transformation 

ne peut remplacer un ^jlxyy^ — » • • j que par des Ç/far, y, j-i • • •] dont l'in- 
dice i est égal ou supérieur à y, puisque leurs termes caractéristiques suivent 
nécessairement celui de \j. 

Les formules qui définissent la transformation linéaire des Ç< s'écriront donc 



^'•(^'^'^'•••)=2^^'>(5!^'---)^>(^'^'^'--') 



(1 = 1, ..., h). 



En d'autres termes 



X/y = o pour />y 
Si l'on se reporte alors aux identités 



d'où nous avons conclu le système 

rationnel si 6 (m) est rationnel, la dernière équation de ce système 

lh-\ f^oï ^»^' •••] Sa f^o> ^> ^' ••• j 
donnera, par une transformation i/ = o(i;), où f est arbitraire, une équation de 
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même forme 

77 ^ =«(")' 

son premier membre se présente donc comme un polynôme à deux coordonnées 
et Féquatlon définit par suite la solution u aux transformations près d*un 
groupe r. 

Si Ton considère de façon générale l'équation 



toute transformation u = ^ (v) la change en une équation 
et Ton a 

On a par suite, pour B (r) ^ A (v), l'équation de définition du groupe cor- 
respondant, La propriété fondamentale du groupe se vérifie aisément, en tenant 
compte des formules de transformation des \ij et du fait qu'on a (puisque \jj est 

toujours une puissance de -r- ] 



u équation d ordre minimum ainsi obtenue entraîne en général toutes les 
autres équations du système (S). Il peut y avoir une exception lorsque les 

coordonnées Ç>i, \h-\i \h~2 sont des puissances de (t-)» le groupe étant de la forme 

!/'= tu -h b avec £"=1. Nous remettons à un autre travail l'établissement de ce 
point particulier. 

Exemple. — Nous choisirons l'exemple invoqué par M. Vessiot ('). 
L'équation 

^ — — — f ■ .. ■■ 

(M Annales de l* École Normale^ 1904, p, 56. 
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OÙ M est rationnel, est compatible avec 
et l'on a, en vertu des équations 






ridentité 

X(P) = -MP. 

Faisons maintenant dans le polynôme P{z) la transformation 



9(1/) 



où cp demeure arbitraire ; on en déduira 



P(--)-?'.r^ + ?'V(^) +f'y[â^) H-?'/(?)^- 

Les quatre expressions çp', o'', f", 'y/(çp)soDt linéairement indépendantes si o est 
arbitraire lorsque f{f) n'est pas une constante ; il en est de même des expressions 



d'il t{àu\* fdu\* du 
•^'dy'' y \ây)' ^\dy)' dy' 

On peut donc choisir ces dernières pour coordonnées du polynôme P et l'on 
vérifie immédiatement les identités 

Les quatre coordonnées sont d'ailleurs classées dans V ordre normal défini 
plus haut. 

Les équations qui définissent, par exemple, la solution principale au point 



PROBLÈME LOGIQUE DE l'iNTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 4?! 

x = Xq s'écriront donc 

^ ày^ ^ ^ \ôy) ^ ^\dy) ^ dy ^ 

o u} U I * 

la dernière d'entre elles donne pour équation réduite 

du 

elle définit bien u aux transformations près du groupe U\ ^ eu et Ton reconnaît 
immédiatement que toutes les autres sont vérifiées en même temps. 

Nous pouvons donc conclure de l'existence de la relation (i), compatible 
avec (a) et vérifiant l'identité 

X(P)=:— MP, 

celle d'une solution // de la même équation associée au groupe 

«, = eu 
et définie par 

du 



ày 



Cette solution est donnée par* 



u = ye 



-r 



M (-r) »/x 



On a vu en outre que la solution z de l'équation initiale 

[qui n'est d'ailleurs pas précisée davantage : elle est commune à (i) et à (a)] 
est liée à u par l'équation différentielle du second ordre 

Remarquons enfin en terminant que le groupe de rationalité de Inéquation 

dz m. , X dz 

n'est pas nécessairement le groupe 

z*=:cz: 
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nous voyons en effet que si Ton prend, par exemple, 






X X OL 



l'équation (a) admet la solution rationnelle 

s= y. . 

x{^x — a)** 

mais il convient d^observer que 2a solution u est alors aussi une /onction 
rationnelle. 

Dans tous les cas on sait qu'en définissant une solution principale en un point 
on a, à des transformations connues près ^ la transcendante la plus simple qui 
satisfait à Féq nation donnée. 

On est donc toujours, par la méthode précédente, en possession de la solution la 
plus simple, mais son groupe de rationalité n'est pas toujours celui qui est inter- 
venu dans sa formation. 

{A suivre.) 
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SOLUTION GÉNÉRALE DU PROBLÈME D'ÉQUILIBRE DANS LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ 
DANS LE CAS OU LES EFFORTS SONT DONNÉS A LA SURFACE ; 



Par m. KORN. 



(AnncUes (le Toulouse, 1908.^ 



i65, lire dans les formules ( i ) ^w -+- A: — , au lieu de Atv -+- ^ ^ • - 

166, »> » (5) TD > o, au lieu de m = o. 

168, »> »» (io«) Aiv -h -7-» «w /*ga ae Aw -h -:-• 

' ^ ' OZ (Té 

171, » »> (ï4*') 

198, » » (iï5) 

205, » » (137) > — 7 — f au lieu rfe 7— > v désignant la normale intérieure 

206, » » 0^9) 
218, » » ('7^) 

177, )» dans ravant-dernière ligne : 3* Mémoire, au lieu de a* Mémoire. 

180, > dans la formule (48) ^ au lieu de =. 

i83, » dans les formules (59) in > au lieu de 1 -+- -r-- 

i83, » » (62«)-T- I m' — f au lieu de -r- lu' 

/ ^v àui ,. , duj 

i86, »» »> (73) — -^ au lieu de -r-^ • 

206, » >' (141*) ^'» ^" '*^'* <^^ ^'*- 

21 5, »> dans la formule avant (160) dz — 1 , «w lieu de diX* 

'ii6, » dans la formule (162) u'u), au lieu de Uy Uy. 

25-2, » dans la remarque ( )] rfa, au lieu deyh. 

253, » » } rf<T, aa lieu de \ di. 
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tn}Uii«, MâujiinKi riint.iilt un nimpii n'tiutnAnH, MiiiturnK» vcititM 

«iti'AiiKMMNT, li vol, in-1 (i8-ï3i. 



T»m,v h . 



riioiffi n liil</('nt(^ tt^ ScU-M* 

•WK..II i YoluaiP il fr, 

U rnWi s - ..:...^.-..i, « £r Sd 

'hiair I. i^ï t .WmiUi'wi txlmisi dv Jouivat ttet'Kenle l'olvli-'hiiti/He. 
T-Mni- tll, '1SH7 iCuBTi il'Anttlytr lie f'^(W« nytffr t^trlnettnfeue, 
TiHBr IV, i$y«: Me'Nri»« rf«t tepint '/'ino^f* » l'^'eulf Polr'iishni^u» 

fur /« Calfnt inii^f»pitinal. fjrtaitn iiii- le Cnifèit dif/rfvnltft. 
Tixitn V, xyii /l'I iMi *«r /ai op/iéiMlltiai du Cilcul tnfiaUiilma). 
T»ii>r VI i l\, .vi-.isji. Aatitnt Errrdeti itr Hailtàrnaiiquet ( c-, i-, 

TMn« \i ti^'. tinumf't itMt/rfrfiMV i/« Turin. ■— A'furiuttt* Ksrrtù'.rt lU 
fntgHt. iltt'Ui'"''* «iir/u ilitptntoM dila titmUrt.) Otiiquc niluiiK.I t'j It. 

tieitMrM..-^ . 

Ct laluBie, qU) (uniltn en ifiru^, m mis rn «nstctiplinii 
Vtfidill, puilr lu Midir.riiili.ii» i|iH (rmiil Itsr ttrariilr.nL i \': 

I 

fERHAT- — amrri» de FernlitL, |(iiti!ii)M pur Ihm wiii 
rAnwp>- et Cliartet flmin; iiiik Ina aii«(iti)ii« ilu hln 
•nncnim rptiLigim. I»i-,1 («n-ilt. 

Ttfltli t : HKHOTi'-t mnihimiuHfUai iVttrnu — fJiîrrudliiiiu ttir nia- 
tttiiMte. iVoi: i|i*iiitcha»(riii'liot<i(;ly(iii>fmplit«iPofli'«liilitKiimial. 
lui--*iiniÛ >lu lliri! tte leiiUiuu li» tti;g, cl r^ii-iilinlll^ d'tuio \uusf ào 

1 fr. 



i euiaii$ drt .Wmoir^t Jt t'Aea^^ml^ df 



TiWk II : 
Cl! viilmuc T' 

I Toiti li' 

S, 

I T.111BIV 



«tfiontliiHci' tJt t-'frmai ; ti-fi-,.. -.. .... . 

i>> i.i n><i[r«pMHJ«nni (lu PoniMtiivpcMenmnnB, Hubiir- 
" ■ II-. MO, 

• i-riti Inilm dt Frntuii. tbi ■ l'omuMm'uni 
', iit i' • InTrnlitin iiiiriiin * tU- Jacam-t 

. . « bt Curre'/kmiia'Tf; 1 Sijfl 18 fr. 

■if.fii-.' I .iiJii-.i... , , {.\nur fireiiK.i 



ikfhkCt. ~ ŒaTi«a C4tnpl«lM do Lapticc 
*Ip l'Aif-vl 1*111 11- •if<^ Si'ii-iim» |i»r lii» AVi ' 
ci)nnmir* ilo l^aueiu-, Mcnil>ri> il» I'IukIi: < 
de riii-ililiii. dv /. Hf>u>-I. l't<ifiuM>(ir ' 
Ikiftenit, 'ir> U,iWari. f'f.i/i;..rurâh h 
àv H.-Pi'in^niré. Mi-mliri' ito l'ItiMilDl, •'! I 
l'OhcorvaldiM <le IkuaiKoii- Souvolh Aditiuii, ovvf- »m 
t,n|llffl'«, pnnJ' *or uohr* par 7i>nr «."owiftW. ln-*( " 
l.^/dlll>in»|irÂrnil«ntn>'.'|iii »iuil (Iniaminsirâsra 
HiitO VoIiiniM. *inolrr Tmiitde Miiftuiti^net^letlei 5 Yi_ 
«/(/•■n irfii iftrtiie lin âlnitiie «I TliriiriK iiimlttiiims ite» p, 
iiiiiiti>ni- ^•tlliiin cninrrvndrn •!<> i>>ii!i i' Valninu». renToî! 
«uiriiB Mrniulr» 'le LupUn^. limit I» (li*««ini<iii(liin 
RiwîiKiU aD>i1rt(n)i|tt« «1 pirl>iri|(|ii«S «n r«>niluil jn 
•i (Hllhiili». 

TDjIITt M lIKuMaei: CtlIflTL TtMllr^ I A V jj 
TlruitK siir |i«ri>ïT v«r|i<i tort, uu cbiffr* de Laplaui i 
■tïrintB «ir (iiiiiHT ilf Mullxidc. vu cliiffrt il" T 

nombre I : ,'i valamo. . . . . . > , 

Ir* TumM II, III et V. |KiplfT ï*:iii*. •• leodrol • 
,Le< Tfliu» II t V. |ikfi''r ilr Hnllnntle, «r vi^odi-ji! 

Timid- *iir finpinr vri<f ("M. an iImHip ^0 Uplai*...^ 
Tii'Nïr «ir rxilitM' ik llutlanilc, nu cliilfi* d« l^pUnr., 
Tiiannlii Ith rnanABi1.IT*>. Tuma Vlltil 
,T<rut« •III' nd|»rF vi-ra(> rnit. nu eWiStf ilr. LapUrN 
TIriiH* Kir |>iiiJnr dp llolluiidn. an rJ»IIr« rfp Ca|>lM 



I. Wlk { 



i tmilpiir faim uimi Ihii 



iiv. iiui i^i>ni|irFuJ S,1i jMKtB aur pii|iMiT M 

ni.ur ImImWk . - . . , . 

rf*» t'inUabililà; aiw»! ""in avim 

Tjn deux rjicti'nlm. I*tiiir |i«-HiitUt 

i-iilr« an un viilninc uniiiiia. nun< 

lie l'Olld'iitR i)nin|iUl. — (,c* futirn 

/'/«-. 

Tlfiise aur fiii|iirr frrti 'i'". J' 

■ llnlUnilr 



r pupipi 



.Çwrr.- 



Hil«i'i>il-a Dtv1.11». l:w<u>- '. 

J.>M\ VIII. t\, X. M '■' Xll - Afét,,.., 

l'Atad^inlt J« jBiiwen*»; iKai-iSo"* Pri» fli 

Time* Mr pBjilpr v^'ivr fort, an '■lilllVr .(-■ 

Tirate Mr (lapÎT il* llollanda, au chiffif 

TuK» .Vni : .U'Hx'oiii" i:rlraiti rie ta l'onm. 

Tirmi- f»i' ]-ft.'r ïoffié r.Tt. au chilTrr .1r 

Tiras'- •"<■ ("iluci- ik Hnliamlr >n i-l.ilTtt- .1 

l.f Toan MV «I ili-Tnlrr i Mêmolrrt iliitri) 



Ihiri». - lnL|uiir.nria itAtITillRR>VILLAIlS, .juul dut frriinilB'ÂiiKuslHis, h\. 




. .!.■ t:.i,t,». /Mr. 



- (Buvrei do PaariÉr. pul'lttn pot Im 
, UaiuIiiv <\r riii-tiliii, toiHi lia iiii!>t'<c9« ii>< uiti*.)!»!! i<i> i, i\- 

VG l. — l^it^i* nmi{ilii^* lit ia Ctuitmr. YulitNiit ilN \\vit- 

■|p«, ifl}« ,.-,.....- tWr. 

n It — Jiliiumirt» 4Àvf*. Vulumo dw fn-ttM (hbiu, at«e nu 
«Il lia f\HiriiT. r^i'TwIuil wi l*w«r»Tur«; iHgo ,. it fr, 

m. — ŒatrM i» Charlu HsraJlB publiées «onulfui *>i»)<M-i'f 
AMil^mie tlp* ^ricnoev, )>«r E.1111.K Pic^hd, Ut-nvbrc de I'ImIiIuI- 
. lB-l(it-iâ|s« tMidant »«fiarH(iif!iil. 
I. Volume dsiL>'>iMi [iA^BVMuaiKwirtitd'nentlw; ly»}. lètr- 

111..... ■ {Simtpmft:* 

TC. — CotTMyandjUK* d~HanBita *t <fl SUtll|ta, cnbTiM par 

hiit* ils B. Uiiu-t> tt. luvpu Iiiiuuniru Je U FaculiB riot kicui^f*, 

jM,.r .■.,■ liH.MTi-.:...-,- ■. -■ l..i,..|..-. ,1 11 ()otlM.Kt. M*lltf Ue 

'Iwrvalilire lie Tim- 

illiM'IuL tk'il iu- 



ij6\jt ivfiun*. >-j>'j . . 16 ir, 

» U MS odi^br* rUy m i> d^eoMbre ilgi ). VotiuiM> <)« 
3IH(w, anc uu vonnaclH tac-itmM; if>S..... C Ir. 

I (biJlgt. M<i9L>rv Oc riiBUtut. PrtdUMXir i l> Fanilié ilo 
BM. — Tniti d'àsalr» < *'x>iin d* b f amU« île* Sei«nc«» I. i 1 >r< 



rinARO Cl. Mr-rnbnt ili! l'fit^lil.ii. l'fJiHMjr a t'UnIv«»4il^i 

SIK4RT. (:3t.ilii.W .io frr:;^!-,. I|.'|.*meor ;i I Rcoli- piH*)»»-! 

Tli»orio dt* tonetioDi slgébri^ouf de dôiu varlaïlM ir ' ' 
* suluriio lu s I Ji-iui. .M- v*><>liuit ■iiM'«infal. 
Tau* i ; Viilume <lo n-aiC |wp», avM Kpon-w; t 
Itf«« U f Volunta do *!-)»« (^eo*. **« Ti^m^ 1 

(Envrw ictootiAoïio de 6d*Ui 

ilu .UlIlKlCri n>l?lMVIi: Il )1>.I.'. 

Loi'U llvrfi, rK-irj:,. .(«> i,'"ir* 

j ttflumu* inX iv-Vifii. H> iriHiiiti Ë,j>r. ir.'i 

Manilicnoc El> -- yaif-e.'le Off^irie Jtt fateHeiU 4 

imr trdf* lie iHjfit-fr Tu tiiIuiud: i>)ii^ 

!•«».,..■'■ li-> ■-■'■■■■■■ ' ■■•• <-^-'---- 



TUrHEBrilnlBs I ^^i^-rtirMiforilev fiind» •oitotifeiitic^Al 
iqdl<-»iMrtD<ifr. ri HDLK ' Joleai. l'ntteuMr à TCniv^tm 
— CUtuats d« la tlieana de» f«ncuoat •lUptiâmM. 

Tuiu I :/«irwW'b«r.O<Ticn:'fif/i'/««4(«4ii'*pBrtie>;i«^. 

Tm« II; CnUml itiffi^iuiei ' »• ftnir); ttyS „ 

Xan W : C»tt>ii ^iêemlif P»rLM|;(S9l — -^«j 
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